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Obtention de piles successifs lors de lancers d’une piéce.

Dans ce sujet, nous étudions la probabilité d’apparition de n cotés pile successifs lors du lancer d’une piece. Ce type
de probléme a notamment servi de modele pour des études effectuées dans les années 2010 visant a améliorer la
performance des transmissions d’informations dans certains types de réseaux informatiques sans fil appelé OLSR [1].
Ces derniers ont des applications dans 'utilisation des mini-drones de reconnaissance, ou bien lors de communications
d’unités de secours pour la prévention des catastrophes naturelles.

Dans les trois premiéres parties, nous étudions la probabilité d’apparition pour la premiere fois de n cotés pile successifs
lors de lancers d’une piece. La premiére partie s'intéresse aux cas oun = 1 et n = 2; la deuxiéme au cas ou n = 3. Puis
le cas général est étudié dans la troisieme partie. La derniére partie, quant a elle, traite du probleme de I'apparition
d’une succession d’au moins n c6tés pile consécutifs lorsqu’une piece est lancée k fois.

Notations et définition
On dispose d’une pi¢ce non nécessairement équilibrée. On note p €]0,1[ la probabilité que le résultat d’un lancer donne
le coté pile et g €]0,1] celle qu’il soit face. Pour tout n € N*, on définit la variable aléatoire X,, de sorte que pour
tout entier k € N*, X, prend la valeur k lorsque ’on obtient pour la premiere fois n cotés piles consécutifs a la suite
de k lancers d’une piece et X,, = 400 si cet événement ne se produit jamais. On admet dans tout le sujet l'existence
d’un espace probabilisé (2, P) sur lequel est définie X,,. On note f la fonction définie par, pour tout ¢ € [0,1],
n
ft)=t"—q Zp”lt"’i et Re(z) la partie réelle de tout nombre complexe z.
i=1

A —Lescasoun=1etn=2

I-Lecasoun=1
Q1. Donner explicitement la loi de Xj.
Q2. Donner directement la fonction génératrice de X, son espérance et sa variance.

Q3. Démontrer les résultats donnés dans la question 2.

II - Le cas oun =2
Q4. Déterminer P(X5 = 1) et P(X2 = 2).

Q5. Soit k € N, k > 2. On suppose que X5 prend la valeur k. Déterminer I'ensemble des résultats possibles pour les
deux premiers lancers.

Q6. En déduire que pour tout k € N, k > 2, P(Xo = k) = qP(Xo =k — 1) + pgP(X2 = k — 2).

Q7. Montrer que le trindme X2 — ¢X — pq admet deux racines | et rp dans | — 1,1 vérifiant 7o < 71 et |ra| < |rq].

+o0
Q8. Déterminer le rayon de convergence, noté R, de la série entiere E (r’f’l — 7”2“’1)21".
k=2

Q9. Exprimer P(X, = k) pour tout k € N, k > 2.
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Q10. Déterminer Iévénement (X = +oo) en fonction des événements (Xo > k), ou k € N*. En déduire que
Q11. Montrer que la fonction génératrice de X, notée Gx,, est telle que, pour tout z € C tel que |z| < R,
2.2
p*z
G =
xa(2) 1—qz — pqz2.
Q12. Montrer que X2 admet une espérance et une variance.
s . . 1 2 2 1
Q13. Calculer I'espérance de X, puis montrer que sa variance vaut — + — — — — —.
P p P p

B -Lecasoun=3

On s

‘intéresse dans cette partie au cas o n = 3.

I — Etude générale a I’aide de P’algébre linéaire
Q14. Donner pour tout k € {1,2,3}, P(X35 =k).
Q15. Montrer & 'aide d’un systéme complet d’événements adéquat que pour tout k > 3,
P(X3=k)=qP(Xz=k—1)+pqP(X3 =k —2) + @p*P(X3 =k - 3).
P(X3 =k+ 2)
Q16. Soit £ € N*. On pose la matrice colonne U, = | P(X3=Fk+1) |.Déterminer une matrice M € M3(R) telle
P(Xs5=k)
que Uk+1 = AJUk
Q17. Déterminer le polyndme caractéristique noté s de M.
Q18. Montrer que s admet une unique racine dans ]0,1][.
Q19. Vérifier que (X — p)xar(X) = X* — X3 + ¢p® puis montrer que x5 admet une seule racine réelle.
Q20. Justifier que M est diagonalisable dans C.
Q21. On note Q € GL3(C) et D € M3(C) une matrice diagonale d’ordre 3 telles que M = QDQ~". Sans calculer Q,
montrer qu’il existe (4,B,C) € C?, A\; €]0,1] et Ay € C tels que, pour tout k > 1,
P(Xs=k) = AN 4 BAE 4 O
Q22. Déterminer uniquement la valeur de A en fonction de A1 et \.
Q23. On note # un argument de Ay et r son module. Montrer qu'il existe (a,b,c) € R?® tel que pour tout k € N*,
P(X3 =k) = aXs™1 4 brF~Leos((k — 1)0) + erF~tsin((k — 1)6)
Q24. Montrer que : ¢ < A1, Re(A2) <0, [A2 — 1| > 1 puis que [Aa| < Ay.
Q25. En déduire I'existence d’un réel m > 0, que I'on calculera en fonction de A\ et Ao, tel que P(X3 = k) ~ m)\’f.

k—+o00

IT — Un cas particulier

Dans cette partie B.II, on suppose que p = 3/4.

Q26
Q27
Q28

. Déterminer dans N une racine du polynoéme XM(%).
. En déduire toutes les racines de xs.

. Déterminer un équivalent de P(X3 = k).
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C — L’étude générale par le calcul de la fonction génératrice

On s’intéresse au cas ol apparait pour la premiere fois une succession de n cotés pile lors du lancer d’une piece, ol
n € N*.

Q29. Quelles sont les valeurs de P(X,, = k), ou k € {1,--- ,n}?
Q30. Montrer que pour tout k € N, k > n,
P(Xn :k') :qP(Xn :k'*l)‘quP(X" :k72>+"'+qpn71P(Xn :kfn)

Q31. On rappelle que la fonction f a été définie dans I'introduction du sujet. Calculer f(1) puis montrer qu'il existe
t €]p,1] tel que f(t) = 0. On considére dans la suite de cette partie C un tel réel ¢.

Q32. Montrer par récurrence que pour tout k € N*, P(X,, = k) < t*.

1
Q33. Montrer que la fonction génératrice de X,,, notée Gy, , est définie pour tout z € C tel que |z| < N et que

P (1 - p2)
G S A L 2
x(2) gpnzntl — 2+ 1

n?

Q34. Montrer que X,, admet une espérance et calculer E(X,,).

Q35. On admet qu’il existe a € C, A, -+, A, n nombres complexes de module strictement supérieur a 1 et deux a

. Déterminer

1 N a
deux distincts et (a1,a2, - ,an) € C" tels que pour tout z tel que |z| < > Gx,(z) =a+ g 1)\
Z = Ai
i=1

pour tout k € N*, P(X,, = k) en fonction des nombres a; et \;.

D — Obtenir une succession de pile a la suite de lancers d’une piéce
Dans cette partie, on effectue des lancers successifs de la méme piece, on rappelle que la probabilité d’obtenir le coté
pile est p €]0,1[. Au bout de k£ € N* lancers, on s’intéresse a apparition d’une succession d’au moins n cotés pile
consécutifs. Par exemple, on lance 100 fois la piece et on regarde si la série de cing cotés pile : "pile,pile,pile,pile,pile"
est apparue dans ces 100 lancers, mais il n’est pas interdit d’avoir une série de plus de cing piles cote a cote. On note
A, i Iévénement : " avoir une succession d’au moins n c6tés pile au bout de & lancers de la piece'. On admettra que
pour tout (by,be,---,b,) € C", il existe une unique suite (uy)gen+ telle que :

n—1

Vie{l,---n}, wi=>b et Vk>n, up=qup_1+qpug—2+---+qp" uk—pn (%)
Soit n € N*.
Q36. Quelles sont les valeurs de P(A, ), ou k € {1,--- ,n}?
Q37. Montrer que pour tout k € N, k > n,
P(Ang) = p" + qP(Ap 1) + gpP(Apje—2) + -+ qp" T P(Ay —n)-

Q38. Ecrire une fonction Python ayant comme variables d’entrée p, k et n et qui donne en sortie la liste des P(A,, ;)
pour I € {1,--- k}.

Q39. Déterminer une suite constante (vy)gen- vérifiant :
Vi € N* k> n,vp = p" + que—1 + qpug—o + - + @™ Fop_p.

Q40. Déterminer (by,--- ,b,) € C" telle que la suite (uy) vérifiant la condition (x) est telle que, pour tout k € N*,
P(An,k) =1- Ul -

QA41. Montrer que pour tout k € N*, k >n, 0 < up <1 et (up)ren+ est décroissante.

Ui+1

Q42. On pose M = max

i

raisonnant par récurrence d’ordre n & partir du rang n + 1, montrer qu’il existe o € [M,1] telle que pour tout
EeN*  k>n+1,u <o

sie{n,-- 2n— 1}} En utilisant la fonction f définie en introduction puis en
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+o0
43. Déterminer P A uis justifier Paffirmation : lorsque l'on effectue une succession de lancers d’une piece
n,k | PUIS ] q p 5
k=1
presque strement on obtiendra a un moment une série d’au moins 10000 c6tés pile consécutifs.

Q44. On suppose dans cette question n = 5 et p = 1/2. On admet que l'on peut prendre o = 0,9827 et que l'on a
0,9827%5 < 0.193. Justifier 'affirmation suivante : on lance 100 fois une pi¢ce équilibrée, la probabilité d’obtenir
au moins cing cotés pile consécutifs est au moins de 0,8.

Q45. En s’inspirant de la méthode de la partie B, proposer une démarche expliquée en quelques étapes et sans faire
les calculs et qui permettrait de montrer I'existence de (u1, pi2, -« , ) € C™ avec pour tout i € {1,--- ,n},
n

|ui] < 1 et de (c1,--- ,cn) € C" tel que pour tout k € N*, P(Ap 1) =1— Zciuf.
i=1
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