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NOTATIONS

— Dans toute la suite, d désignera un entier strictement positif. On désignera par
My(R) Vespace vectoriel sur R des matrices carrées de taille d x d & coefficients

dans R. Pour tous A, B € .Z,(R) on notera
(A, B) = tr(A"B),

ou tr(M) = Zf.l:l M;; est la trace de la matrice M € #;(R) et M7 sa transposée.
Selon la convention habituelle, M;; désigne le coefficient de la i-eme ligne et de la
j-eme colonne de la matrice M pour tout 1 < 4,5 < d.

— Pour tout vecteur u € R? on notera |u| sa norme euclidienne canonique. Un tel
vecteur sera considéré comme un vecteur colonne et u” sera le vecteur ligne associé.
On notera (u, v)ge = u’v le produit scalaire usuel sur R? lorsque u et v sont dans
R?. En particulier on aura |u|> = (u, u)gs = uu.

— On notera I; la matrice identité de .#3(R). On désignera par

04R) ={ M € #,;(R) | M"M = 1,}
le groupe orthogonal sur R? et par

SO4(R) ={ M € O4(R) | det(M) =1}
le groupe spécial orthogonal, ou det(M) désigne le déterminant de M € .Z,(R).
On notera
Dep(RY) = R? x SO4(R).
— Pour toute famille (a;)1<;<q de vecteurs de R, on notera A = (a,|. .. |ag) la matrice

de .#,;(R) dont la i-eme colonne de A est formée des coordonnées du vecteur a;.

— Pour toute famille de réels («;)1<i<q, on notera Diag(ay, . . ., a4) la matrice diagonale

de #,(R) de coeflicients diagonaux (o )1<i<d-
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1. PRELIMINAIRES

(1) Soit R € Oy4(R). Vérifier que det(R) € {—1,+1}.
(2) Vérifier que (A, B) — (A, B) est un produit scalaire sur 'espace vectoriel .Z;(R).

On notera [|A| = /{A, A) la norme associée.
(3) (a) Montrer que pour tous u,v € R? et A € #,(R), on a (u, Av)gs = (uv’, A).

(b) Montrer que tr(AB) = tr(BA) pour A, B € ,(R).

(c¢) En déduire que pour tous A, B et C' dans .#4(R) on a

(A, BC) = (BTA,C) = (ACT, B).

(4) Soit D = Diag(cy, ..., aq) une matrice diagonale a coefficients positifs et soit R €

O4(R).

(a) Montrer que pour tout 1 <i < d, on a |Ry;| < 1 ou Ry est le i-eme coefficient

diagonal de R.
(b) En déduire que (D, R) < tr(D).
2. ENSEMBLE DES DEPLACEMENTS DE R?
Pour tout g = (7, R) € Dep(R?), on note ¢, : RY — R? I'application définie par
¢g(x) =Rx + 7.
On remarquera que lorsque 7 = 0, ¢, est une rotation vectorielle de I'espace R?, et lorsque
R =14, ¢4 est une translation. Dans le cas général, on dira que ¢, est un déplacement de
I'espace R?.
(5) (a) Vérifier que pour tous a,b € R? et g € Dep(R?), on a |¢,(a) — ¢y ()| = |a — b].
(b) Montrer pour tous g, ¢ € Dep(R?), on a ¢, = ¢y si et seulement si g = ¢/
(¢) Montrer qu’il existe un unique e € Dep(R?) tel que ¢, soit I'application identité
sur R? c’est-a-dire que ¢.(x) = 2 pour tout » € R?.
(6) (a) Vérifier que pour tous g, ¢ € Dep(R?), il existe un unique g” € Dep(R?) tel

que ¢y = ¢g 0 ¢,. On notera ¢'g cet élément dans la suite.
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(b) Vérifier que pour tous gi, g2 et g3 dans Dep(RY) on a ¢1(gags) = (9192)9s-
(7) Soit g € Dep(R?).
(a) Montrer que ¢, est bijective. On note qﬁg’l son application réciproque.

(b) Montrer qu’il existe un unique g’ € Dep(R?), que 1'on explicitera en fonction
de g, tel que ¢y = ¢, . On notera g’ = g~".
(c) Vérifier que ge = eg = g puis que gg~ ' =g lg=e.

(8) Pour quelles valeurs de d a-t-on gg' = ¢g'g pour tous g, g’ € Dep(R?)?

3. DISTANCE A DEPLACEMENT PRES
On considere n un entier strictement positif et
& (R) = {z = (2:)1cicn | 1 €RY, 1< < }

espace vectoriel des familles de n points dans R? muni de la norme [|z|| = />, |zi[*.
Pour tous g € Dep(RY) et z € &7(R) on note

gz =(9g(2))1<i<n - (1)

(9) (a) Montrer que pour tous g, ¢’ € Dep(R?) et z € &7(R),onag-(¢'-2) = (g99) - 2.

(b) Montrer que pour tous z,y € &(R) et tout g € Dep(R?), si & = g - y alors
y=g "' x

Pour tous x,y € &}'(R), on note

d(x,y) = mf{ |y —g- | | g € Dep(R7) }. (2)

(10) (a) Montrer que pour tous =,y € &7(R) et tout g € Dep(R?), on a

lg-y—g-z|=|y—=x|.

(b) En déduire que d(x,y) = d(y, x).
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(c) Montrer que pour tous (z,y, z) € EM(R)% et (g,¢') € (Dep(R%))?, on a
Iz =g -zl <lz=(99") -yl + g y—=ll.
(d) En déduire que d(x, z) < é(x,y) + (Y, 2).
(11) Pour tout & € &HR), on note c(z) = { y € EF(R) | Ig € Dep(RY), g-x =1y }.
(a) Montrer que si c(x) Nc(y) # 0 alors ¢(x) = c(y).

(b) Montrer que si ¢(x) = ¢(y) alors d(x,y) = 0.
4. UN PROBLEME D’OPTIMISATION

On fixe dans cette partie =,y € &£7(R) et on introduit pour tout (7, R) € Dep(R?)
JrB) =3 |y~ (Rai 4 1) = |y —g |’
i=1
ou g = (7, R).
(12) Onmote T =2 3" @i et y=15"7 g,
(a) Montrer que J(7,R) = (31, |yi — Y — R(x; — T)|*) + nJly — Rx — 7|
(b) En déduire que pour tout R € SO4(R), I'application 7 +— J(7, R) de R? dans
R a un unique minimum, noté 7(R), que l'on explicitera.
(13) On munit .#;(R) de la topologie associée a la norme | M| = /(M, M).
(a) Montrer que application f : #;(R) — .#4(R) définie par f(M) = MTM est
continue.
(b) Montrer que SO4(IR) est un sous-ensemble fermé borné de .#,;(R).
(14) (a) Montrer qu’il existe R, € SO4(R) tel que J(7(R.), R.) < J(7, R) pour tout
(7, R) € Dep(R%).
(b) Montrer que R, n’est pas forcément unique.
(15) Montrer que si V,(z) = 23" |&; —Z|* et V,(y) = 2 31, |y — g|* alors

§(x,y)* = nVa(x) +nVu(y) —2 sup (Z(z,y),R) (3)
RESO4(R)

ou Z(x,y) est une matrice que I'on précisera.
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5. CALCUL DE §(x,y) DANS LE CAS OU det(Z(x,y)) > 0.

Soit Z € .#,(R) une matrice inversible. On note S= Z7Z.

(16) Montrer qu’il existe une famille décroissante (\;)1<i<q de réels strictement positifs et

une base orthonormée (uy, ..., uy) de R? telle que Su; = A\ju; pour tout 1 < i < d.

On appellera valeurs singulieres de Z la famille (v A1, ..., v/ Aa).
(17) On considere v; = \/%\TZui pour tout 1 <7 < d.
(a) Montrer que (vy,...,v4) est une base orthonormée de RY.

(b) Vérifier que si U = (uy|...|ug), V = (v]...|vq) et D = Diag(v/ A1, ..., vV
alors Z = VDUT.

(18) Mettre sous la forme précédente Z = VDU, en spécifiant vos choix de U, V et D,
les matrices Z; = ( g (1) ) et Zy = ( _02 (1) )
(19) On considere que det(Z) > 0.
(a) Montrer que si R € SO4(R) alors VI RU € SO4(R).
(b) Montrer que
sup (Z,R)= sup (D,R).

ReSO4(R) RESO4(R)

(20) Donner la valeur de d(x,y) en fonction de V,(x), V,,(y) et des valeurs singulieres

de Z(z,y) dans le cas ou det(Z(x,y)) > 0.

6. LE cAs oU det(Z(z,y)) <0

On considere R € Oy4(R).

(21) (a) Montrer que si A est une valeur propre de R alors A € {+1,—1}.
(b) Montrer que det(R + I) = det(R)det(I + RT).
(¢) En déduire que si det(R) = —1 alors det(R + I) = 0.

On suppose dorénavant que det(R) = —1.
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(22) (a) Montrer qu’il existe une base orthonormée (uy, ..., uq) de R? telle que 'on a

Rug = —ug et ul Rz = 0 pour tout @ € F; ot By = Vect(uy, ..., ug 1).
(b) En déduire que R(E;) C E; puis que R(E;) = Ej.
On considére une matrice D = Diag(ay, ..., aq) € #4(R) diagonale de coefficients diago-

naux «; > 0 décroissants. On note U = (uq] . .. |ug).
(23) (a) Vérifier que (D, R) = (S, R') o R' = UTRU et S =UTDU.
(b) Montrer que si Ry = (R;j)lgmgd_l € My1(R) alors Ry € Oq4—1(R).
(24) On pose Sy = (Si;)1<ij<a—1 € Mg-1(R).
(a) Montrer que (D, R) = tr(SoRo) — Saa-
(b) Montrer que tr(SyRp) < tr(Sp).
(¢) Montrer que tr(Sy) + Sqq = tr(D) et en déduire que (D, R) < tr(D) — 2S544.
(25) (a) Montrer que Sy = Zj:1 ;U2 ou U = (U )r<i j<d-
(b) En déduire que (D, R) < (0] ;) — ay.
(26) Donner la valeur de d(x,y) en fonction de V, (x), V,,(y) et des valeurs singulieres

de Z(x,y) dans le cas ot det(Z(x,y)) < 0.
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