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SESSION 2024                                   PC1M    
 
 

 
 

 

ÉPREUVE SPÉCIFIQUE - FILIÈRE PC 
____________________ 

 

MATHÉMATIQUES 
 

Durée : 4 heures 
____________________ 

 

N.B. : le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la rédaction. 
!"#$%#&'%("(')#*+)#',*%-#.#/*0-/*/#&*#1$"#0*$)#2$"#+*,32*/#4)/*#$%*#*//*$/#(5-%6%&-7#"2#2*#+"8%'2*/'#+$/#+'#&60"*#
*)#(*9/'#06$/+$"9/*#+'#&6,06+")"6%#*%#*:02"1$'%)#2*+#/'"+6%+#(*+#"%")"')"9*+#1$5"2#'#-)-#',*%-#.#prendre. 

 

RAPPEL DES CONSIGNES 
 

! Utiliser uniquement un stylo noir ou bleu foncé non effaçable pour la rédaction de votre composition ; (5'$)/*+#
couleurs, excepté le vert, bleu clair ou turquoise, peuvent être utilisées, mais exclusivement pour les schémas 
et la mise en évidence des résultats. 

! Ne pas utiliser de correcteur. 
! Écrire le mot FIN à la fin de votre composition. 
______________________________________________________________________________ 
 
 

   

!"# $%&$'&%()*$"# #+,( *,(")-*("#.

!" #'/"( "#( $+01+#2 -" ()+*# "3")$*$"# *,-21",-%,(#.
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!"!#$%$! &

#'()*+ (,-).,+ /0,*+ 1'23)(+

4356+*2'2)7* 85*53'9+

!"#$ %&'% ()*+*,-.-*/ &# -&#$.01,* '# *#%.*, n ∈ N
∗ 2

3# 0.% 4')'#* 5"%,.-* A ∈ Mn(R) "05*% '#* ,"-.#* -'6.4'* $).( *+.$%* B ∈ Mn(R) %*((* 4'* A = B
3 2 !"#$

-* -"$/ &# 0.% 4'* B *$% '#* ,"-.#* -'6.4'* 0* A 2

4'32)+ % : ;2,/+ /0,* +<+1=9+

!"#$ -*%%* 7",%.*/ &# -&#$.01,* (" 5"%,.-* 8

A =

(

4 −12

−1 5

)

∈ M2(R) .

9&'$ "((&#$ 0:%*,5.#*, %&'%*$ (*$ ,"-.#*$ -'6.4'*$ 0* (" 5"%,.-* A 2

>&? ;'$%.<.*, 4').( *+.$%* '#* 5"%,.-* .#=*,$.6(* P ∈ M2(R) / 4').( #)*$% 7"$ #:-*$$".,* 0* 0:%*,5.#*,

*+7(.-.%*5*#%/ %*((* 4'* A = PDP
−1 "=*- 8

D =

(

1 0

0 8

)

∈ M2(R) .

>@? >&#%,*, 4')'#* 5"%,.-* B ∈ M2(R) *$% '#* ,"-.#* -'6.4'* 0* A $. *% $*'(*5*#% $. ∆ = P
−1

BP *$%

'#* ,"-.#* -'6.4'* 0* D 2

>A? ?&.% ∆ ∈ M2(R) '#* ,"-.#* -'6.4'* 0* D 2 >&#%,*, 4'* (*$ 5"%,.-*$ D *% ∆ -&55'%*#%/ 7'.$ *#

0:0'.,* 4'* (" 5"%,.-* ∆ *$% 0."@&#"(*2

>B? !:%*,5.#*, ()*#$*56(* 0*$ ,"-.#*$ -'6.4'*$ 0* D / 7'.$ ()*#$*56(* 0*$ ,"-.#*$ -'6.4'*$ 0* A 2

3# 7&',," $* -&#%*#%*, 0* 0:-,.,* -* 0*,#.*, *#$*56(* *# <&#-%.&# 0* P *% 0* ∆ 2

4'32)+ %% : C'*6 ,* =9'* +,(9)/)+*

!"#$ -*%%* 7",%.*/ &# -&#$.01,* '# 7("# *'-(.0.*# &,.*#%: E 5'#. 0)'#* 6"$* &,%A&#&,5:* 0.,*-%* B 2 3#

<.+* :@"(*5*#% '# ,:*( θ ∈ R *% &# #&%* 8

M =

(

cos(θ) − sin(θ)

sin(θ) cos(θ)

)

∈ M2(R) .

>D? B'*((* *$% (" #"%',* 0* ()*#0&5&,7A.$5* u ∈ L(E) 0&#% (" 5"%,.-* 0"#$ (" 6"$* B *$% M C

>E? D# 0:0'.,* '#* ,"-.#* -'6.4'* 0* (" 5"%,.-* M 2

>F? ?&.% N ∈ M2(R) '#* 5"%,.-* &,%A&@&#"(* 0* 0:%*,5.#"#% −1 2 >&#%,*, 4'* N "05*% '#* ,"-.#*

-'6.4'*2
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!"#$%& ''' ( )"*%+&, *-.%/-&, &$ 0%"12+"3%,"$%2+

!"#$ %&'%( )(%%( *"+%,(- &# )&#$,./+( '#( 0"%+,)( .,"1&#"2,$"32( A ∈ Mn(R) 4 5# #&%( λ1, . . . , λd ∈ R 2($

6"2('+$ *+&*+($ 0&-4 5 0&-4 0%,$%+*$&, .( 2" 0"%+,)( A 4

'''67 ( 84%,$&+*& 09-+& #"*%+& *-.%/-& :23;+2<%"3&

=>6 7&,(#% λ ∈ R (% p ∈ N∗ 4 !8%(+0,#(+ '#( +"),#( )'3,9'( .( 2" 0"%+,)( :

Hp(λ) =









































λ 0 · · · 0

0
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . 0

0 · · · 0 λ









































∈ Mp(R) .

=?6 !8.',+( .( 2" 9'($%,&# *+8)8.(#%( 9'( 2" 0"%+,)( A ".0(% '#( +"),#( )'3,9'(4 5# *&'++" +(;

0"+9'(+ 9'( A ($% $(032"32( < '#( 0"%+,)( .,"1&#"2( *"+ 32&)$ &= 2($ 32&)$ $'+ 2" .,"1&#"2(

$&#% .( 2" >&+0( Hp(λ) "6() (p, λ) ∈ N∗ × R4

'''6@ ( )A0-*$%2+ 09-+& #"*%+& *-.%/-&

!"#$ )(%%( $&'$;*"+%,(- &# $'**&$( .( *2'$ 9'( 2" 0"%+,)( A ($% ,#6(+$,32( (% &# )&#$,./+( 2( *&2?#@0( :

Q(X) =

d
∏

k=1

(

X3
− λk

)

.

=7B6 A&#%+(+ 9'( 2($ #&03+($ λ1, . . . , λd $&#% #&# #'2$4

=776 7&,% λ ∈ C∗ 9'( 2B&# 8)+,% $&'$ 2" >&+0( λ = ρ(iθ "6() ρ > 0 (% θ ∈ R 4 A&#%+(+ 9'( 2B89'"%,&# z3
= λ

.B,#)&##'( z ∈ C ".0(% (C")%(0(#% %+&,$ $&2'%,&#$4

=7@6 D# .8.',+( 9'( 2( *&2?#@0( Q ($% $),#.8 < +"),#($ $,0*2($ $'+ C 4

=7C6 !8.',+( .($ 9'($%,&#$ *+8)8.(#%($ 9'( $, B ($% '#( +"),#( )'3,9'( .( A - "2&+$ 2" 0"%+,)( B ($%

.,"1&#"2,$"32( ."#$Mn(C) 4
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!"!#$%$! &

'( )*+,-.*+ ln(Γ)

/0123+-(-.*+ 41+10(53

!"#$ %&' &(&)%*%&+ ,# $,-."*'& /0'&)1*#&) 2&$ 3,#%'*,#$ f : ]0,+∞[→ R 40)*3*"#' 5

6*7 2" 3,#%'*,# f &$' /& %2"$$& C1 +

6**7 8,-) ',-' x ∈ ]0,+∞[ + ,# " f (x + 1) − f (x) = ln(x) +

6***7 2" 3,#%'*,# f ′ &$' %),*$$"#'&+

6*47 2" 3,#%'*,# f $9"##-2& &# 1 + %9&$':;:/*)& f (1) = 0 <

!"#$ 2" $-*'&+ ,# #,'& (=) 29&#$&1>2& /& %&$ ?-"')& %,#/*'*,#$<

/(0-.3 % 6 !7.2-3+,3 83 5( 2*59-.*+ 89 :0*;5<=3 1-98.1

!"#$ %&''& 8")'*&+ ,# %,#$')-*' -#& 3,#%'*,# 40)*3*"#' 2&$ %,#/*'*,#$ /& (=) <

@,-) ',-' n ∈ N∗ + ,# /03*#*' 2" 3,#%'*,# un : ]0,+∞[→ R 8") 5

∀x ∈ ]0,+∞[ , un(x) = x ln

(

1 +
1

n

)

− ln

(

1 +
x

n

)

.

>?@A A,#')&) ?-& 2" $0)*& /& 3,#%'*,#$
∑

n>1

un %,#4&)B& $*182&1&#' $-) ]0,+∞[ <

!"#$ ',-' 2& )&$'& /& %&' &(&)%*%&+ ,# #,'& ϕ : ]0,+∞[→ R 2" 3,#%'*,# /03*#*& 8") 5

∀x ∈ ]0,+∞[, ϕ(x) = − ln(x) +

+∞
∑

n=1

un(x) .

>?BA C-$'*3*&) ?-& (un)n∈N∗ &$' -#& $-*'& /& 3,#%'*,#$ /& %2"$$& C
1 $-) ]0,+∞[ + 8-*$ 1,#')&) ?-9*2 &(*$'&

-#& $-*'& (εn)n∈N∗ '&22& ?-& 2" $0)*&
∑

n>1

εn %,#4&)B& ">$,2-1&#' &' ?-& 5

∀(n, x) ∈ N∗× ]0,+∞[ , u′n(x) =
x

n(n + x)
+ εn.

>?CA D# /0/-*)& ?-& 2" $0)*& /& 3,#%'*,#$
∑

n>1

u′n %,#4&)B& #,)1"2&1&#' $-) ',-' $&B1&#' [a, b] *#%2-$

/"#$ ]0,+∞[ <

>?DA A,#')&) ?-& 2" 3,#%'*,# ϕ 40)*3*& 2&$ %,#/*'*,#$ /& (=) <
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!"#$%& '' ( )*%+%$, -& ." /0.1$%0*

!"#$ %&''& (")'*&+ ,# -,#')& ./& ϕ &$' 01/#*./& 2,#%'*,# 34)*2*"#' 0&$ %,#5*'*,#$ 5& 6789 :# %,#$*5;)&

/#& 2,#%'*,# g : ]0,+∞[→ R 34)*2*"#' 0&$ %,#5*'*,#$ 5& 678 &' ,# (,$& h = ϕ − g 9

<&$ ./&$'*,#$ 234 &' 235 $,#' *#54(&#5"#'&$9

2346 =,#')&) ./& (,/) ',/' x > 0+ ,# " h(x + 1) = h(x) &' h′(x + 1) = h′(x) 9

2356 >,*&#' x ∈ ]0, 1] &' p ∈ N∗ 9 =,#')&) $/%%&$$*3&-&#' ./& ?

ϕ′(p) − g′(1 + p) 6 h′(x + p) 6 ϕ′(1 + p) − g′(p) , ϕ′(p) − g′(1 + p) = h′(p) −
1

p
.

@# 545/*)& ./& ?
∣

∣

∣h′(x + p) − h′(p)
∣

∣

∣ 6
1

p
.

2786 !45/*)& 5&$ 5&/A ./&$'*,#$ ()4%45&#'&$ ./& 0" 2,#%'*,# h′ &$' %,#$'"#'& $/) ]0,+∞[ 9

2736 7,#%0/)& ./& ϕ = g 9

!"#$%& ''' ( 9" :0#;1.& -& -1<.%+"$%0*

!"#$ %&''& (")'*&+ ,# %,#$*5;)& 0" 2,#%'*,# ψ : ]0,+∞[→ R 542*#*& (") ?

∀x ∈ ]0,+∞[ , ψ(x) = (x − 1) ln(2) + ϕ

(

x

2

)

+ ϕ

(

x + 1

2

)

−
1

2
ln(π) .

2776 =,#')&) ./& (,/) ',/' N ∈ N∗ + ,# " 0" )&0"'*,# ?

exp

















N
∑

n=1

un

(

1

2

)

















=

√
N + 1

2N + 1

(

2N N!
)2

(2N)!
.

27=6 !45/*)& 5& 0" ./&$'*,# ()4%45&#'& &' 5& 0" 2,)-/0& 5& >'*)0*#B ./& ψ(1) = 0 9

27>6 =,#')&) ./& (,/) ',/' x ∈ ]0,+∞[ + ,# " ?

(x − 1) ln(2) + ϕ

(

x

2

)

+ ϕ

(

x + 1

2

)

= ϕ(x) +
1

2
ln(π) .
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!"!#$%$! &

'()*+ ,-.//(0/( .1.0/ 20( 34556+640

789+(0/./640 :9098.5(

!" #$"%&'()* +" *",&*) n ∈ N∗ - !" '&%.$%* '/+"* +)"* #$",*"0", n 1$+2*% "+34)$,4*% .0) 2*% *",&*)%

'* 1 5 n - !" .)$#('* 5 +"* %+##*%%&$" '* ,&)06*% 07*# )*3&%* '0"% #*,,* +)"*- !" %/&",4)*%%* 0+

"$31)* '* ,&)06*% "4#*%%0&)*% .$+) ,&)*) .$+) 20 %*#$"'* 8$&% +"* 1$+2* '495 ,&)4* 0+.0)070",-

:$+) 3$'42&%*) #*,,* %&,+0,&$"; $" %* .20#* %+) +" *%.0#* .)$101&2&%4 (Ω,A, P) *, $" #$"%&'()* +"*

%+&,* (Xk)k∈N∗ '* 70)&012*% 0240,$&)*% )4*22*% &"'4.*"'0",*% '* 2$& +"&8$)3* %+) ~1, n� - !" #$"%&'()* 20

70)&012* 0240,$&)* Tn '48&"&* '* 20 80<$" %+&70",* =

Tn = min
{

j ∈ ~2, n + 1� | ∃i ∈ ~1, j − 1�, Xi = X j

}

.

:0) *>*3.2*; %& $" %+..$%* ?+* n = 4 *, ?+* 2/47("*3*", =

(X1 = 1) ∩ (X2 = 3) ∩ (X3 = 2) ∩ (X4 = 3) ∩ (X5 = 4)

*%, )402&%4; 02$)% $" 0 Tn = 4 ; #0) #/*%, 0+ ?+0,)&(3* ,&)06* ?+* .$+) 20 .)*3&()* 8$&% )40..0)0&, +"

)4%+2,0, '495 $1,*"+-

@/$19*#,&8 '* #*, *>*)#&#* *%, '* '4,*)3&"*) +" 4?+&702*", '* 2/*%.4)0"#* '* 20 70)&012* 0240,$&)* Tn

2$)%?+* n→ +∞ -

7.8/6( % ; <0( (=*8(++640 ,( 5-(+*98.03( ,( Tn

>?@A A4,*)3&"*) 2*% 702*+)% .)&%*% .0) 20 70)&012* 0240,$&)* Tn -

A0"% 20 %+&,* '* #*,,* .0),&*; $" #$"%&'()* +" *",&*) k ∈ ~1, n� *, 20 70)&012* 0240,$&)* Z = (X1, . . . , Xk)-

>?BA B+%,&8&*) ?+* Z %+&, 20 2$& +"&8$)3* %+) ~1, n�k -

>?CA A0"% #*,,* ?+*%,&$"; $" #$"%&'()* 2/47("*3*", =

A =
{

(a1, . . . , ak) ∈ ~1, n�k | 2*% 4243*",% a1, . . . , ak %$", '*+> 5 '*+> '&%,&"#,%
}

.

C>.)&3*) 2* #0)'&"02 '* A *" 8$"#,&$" '* n *, '* k ; .+&% *" '4'+&)* ?+* =

P(Tn > k) = P(Z ∈ A) =
n!

(n − k)!

1

nk
.

!" )*30)?+* ?+* 2* )4%+2,0, '* 20 ?+*%,&$" .)4#4'*",* *%, *"#$)* 702012* .$+) k = 0 -

>?DA B+%,&8&*) ?+* 20 70)&012* 0240,$&)* Tn *%, '/*%.4)0"#* 8&"&* *, ?+* 2/$" 0 =

C(Tn) =

n
∑

ℓ=0

n!

(n − ℓ)!

1

nℓ
.
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!"#$%& '' ( )*& &+,#&--%.* %*$/0#"1& 2& 13&-,/#"*4&

!"#$ %&''& (")'*&+ ,# -.'&)/*#& 0#& &1()&$$*,# -& 23&$(.)"#%& -& Tn $,0$ 2" 4,)/& -30#& *#'.5)"2&6

7,0) ',0' k ∈ N + ,# %,#$*-8)& 23*#'.5)"2& 9

Ik =

∫

+∞

0

t
k&−t -t .

5678 :,*' k ∈ N 6 ;,#')&) <0& 23*#'.5)"2& Ik &$' %,#=&)5&#'&6

59:8 ;,#')&) <0& (,0) ',0' k ∈ N + ,# " Ik = k! 6

59;8 ># -.-0*)& <0& 23*#'.5)"2&
∫

+∞

0

(

1 +
t

n

)n

&−t -t %,#=&)5&+ (0*$ <0& 9

>(Tn) =

∫

+∞

0

(

1 +
t

n

)n

&−t -t .

!"#$%& ''' ( )* /<=%>"1&*$ 2& 13&-,/#"*4&

!"#$ %&''& (")'*&+ ,# -.'&)/*#& 0# .<0*="2&#' -& 23*#'.5)"2& ,?'&#0& @ 2" <0&$'*,# 59; 2,)$<0& n→ +∞ 6

7,0) ',0' &#'*&) n ∈ N
∗ + ,# %,#$*-8)& 2&$ *#'.5)"2&$ 9

In =

∫

n

0

(

1 +
t

n

)n

&−t -t &' Jn =

∫

+∞

n

(

1 +
t

n

)n

&−t -t .

A&$ ).$02'"'$ -& 2" (")'*& ().%.-&#'& */(2*<0&#' 2" %,#=&)5&#%& -& %&$ -&01 *#'.5)"2&$6

'''8; ( ?$=2& 2& 1" -=%$& (Jn)n∈NNN∗

5968 :,*' n ∈ N
∗ 6 ># 0'*2*$"#' 0# %B"#5&/&#' -& =")*"?2&+ .'"?2*) <0& 9

Jn = &
−n

∫

+∞

0

(

2 +
v

n

)n

&−v -v .

5998 ;,#')&) <0& 2" $0*'& (Kn)n∈N∗ -.4*#*& (") 9

∀n ∈ N
∗
, Kn =

∫

+∞

0

(

1 +
v

2n

)n

&−v -v

&$' ?,)#.&6 C# (,0))" 0'*2*$&) 2*?)&/&#' 23*#.5"2*'. 1 + x 6 &x ="2"?2& (,0) ',0' x ∈ R 6

59@8 ># -.-0*)& <0& 2" $0*'& (Jn)n∈N∗ %,#=&)5& &' ().%*$&) $" 2*/*'& 6
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!!!"# $ %&'() () *+ ,'-&) (In)n∈NNN∗

!"#$ %&''& $()$*+",'-&. (# /01-#-' 2" 1(#%'-(# fn : ]0,+∞[→ R +", 3

∀u ∈ ]0,+∞[, fn(u) =



























(

1 +
u
√

n

)n

&−u
√

n $- u <
√

n

0 $- u �
√

n .

./0" 4(#',&, 5)& 3

In =
√

n

∫

√
n

0

(

1 +
u
√

n

)n

&−u
√

n /u =
√

n

∫

+∞

0

fn(u) /u.

./1" 4(#',&, 5)& +(), '()' u ∈ ]0,
√

n[ . (# " 2607"2-'0 3

ln( fn(u)) =

+∞
∑

k=2

(−1)k−1

k

uk

n
k
2
−1
.

./2" 8# /0/)-,& 5)& +(), '()' u ∈ ]0,
√

n[ . (# " 2&$ -#07"2-'0$ 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ln( fn(u)) +
u2

2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

�
u3

3
√

n
, ln( fn(u)) � −

u2

6
.

./3" 9)$'-1-&, 5)& 2" 1(#%'-(# u �→ &−u2/2 &$' -#'07,":2& $), [0,+∞[ . +)-$ 0'":2-, 5)& 3

lim
n→+∞

(∫

+∞

0

fn(u) /u

)

=

∫

+∞

0

&−u2/2 /u .

!!!"/ $ 4567*',-56

./8" 8# "/;&''"#' 5)&

∫

+∞

0

&−u2/2 /u =

√

π

2
. /0'&,;-#&, )# 05)-<"2&#' /& 8(Tn) 2(,$5)& n→ +∞ =

9!:
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