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Inégalité de Carleman

On s’intéresse dans ce probleme a une inégalité établie par Torsten Carleman : si (ay,) - est une suite de réels

: - - iz 1/n
strictement positifs telle que Y a,, converge, alors la série de terme général (HZ: " ak) converge et

aQ,

00
e
=1

+oo s n 1/n +
S(ITa) <

n=1 ‘=1 LG

Le probléme est constitué de trois parties largement indépendantes. La premiére partie commence en démontrant
un analogue intégral de cette inégalité : I'inégalité de Knopp. La deuxiéme partie s’intéresse a la démonstration
originale de I'inégalité de Carleman, utilisant du calcul différentiel. Enfin, la troisieme partie étudie 'inégalité
de Carleman-Yang, qui est un raffinement de I'inégalité de Carleman.

I Inégalité de Knopp

Dans cette partie, on démontre 'inégalité de Knopp, souvent présentée comme analogue continu de l'inégalité
de Carleman (on justifie cette appellation en fin de partie).

I.A — Deuz inégalités intégrales

I.A.1) Inégalité intégrale de Jensen

Q1. Soit f : [a,b] — R une fonction continue par morceaux & valeurs dans un intervalle J. Soit ¢ une
fonction continue et convexe sur J. Démontrer que

b b
w(bla/f(t)dt) <y [ee s

a

On pourra utiliser des sommes de Riemann.
I.A.2) Une autre inégalité intégrale

Soit f: R, — R, une fonction continue par morceaux, strictement positive et intégrable.
Pour tout > 0, on pose

1 1 1
g(x) = —/tf(t) dt et hz) = —g(x) = —Q/tf(t) dt.
T z x
0 0
Q2. Déterminer la limite de g(z) lorsque z tend vers 0.
Q 3. Déterminer la limite de g(z) lorsque z tend vers +o0.
+oo
1
Notant 1, ) la fonction indicatrice de [0, z], on pourra remarquer que g(z) = / ;tf(t)]l[uyz] (t)dt.
0
+00

Q4. En déduire que I'intégrale / h(z) dz converge et que
0
+oo

b/f(x)dac: U/h(l‘)dx.

On pourra utiliser une intégration par parties.

I.B - Démonstration de l’inégalité de Knopp
Soit f une fonction continue par morceaux, strictement positive, intégrable sur R, .

Q5. Démontrer que, pour tout z > 0,
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exp (i/ln(f(t))dt) < I%/tf(t) dt.

0 0

On pourra remarquer que In(f(¢)) = In(¢f(t)) — In(¢).

T

1
Q 6. En déduire que z + exp ( /ln(f(t)) dt) est intégrable sur R* et que
x

0

70exp (; jln(f(t)) dt) dr<e .wa(z)dz_

0 0

I1.C — Application a l’inégalité de Carleman

On suppose dans cette sous-partie que (a,, ), cy. est une suite décroissante de réels strictement positifs. On note
f la fonction en escalier qui, pour tout k € N*, est égale & a;, sur l'intervalle [k — 1, k.

Q. Soit k& dans N*. Démontrer que la fonction v, définie sur [k — 1, k] par

k-1

v(z) = % Zln(ai) + %(w —k+1)In(a,) sik>2
i=1

vy (z) = In(ay)

est minimale pour = = k.

Q 8. Démontrer que, pour tout k dans N*,

k x k
/exp (;lv /ln(f(t))dt) dz > exp (%Zln(ai)) .
-1

k-1 0

On pourra utiliser la question précédente.
Q9. En déduire I'inégalité de Carleman dans le cas ol (a,,),c- est une suite décroissante.
Q 10. Expliquer comment on peut retirer ’hypothese de décroissance.

IT Inégalité de Carleman

On démontre dans cette partie I'inégalité de Carleman d’une maniére indépendante de la partie I.

La sous-partie II.A établit I'inégalité arithmético-géométrique avec des méthodes de calcul différentiel qui per-
mettent de se familiariser avec celles qui seront utilisées dans la sous-partie II.B pour démontrer 'inégalité de
Carleman.

La sous-partie II.B est indépendante de II.A. L’inégalité arithmético-géométrique sera utilisée dans la partie ITI.

Soit n dans N*. On note U,, Pouvert (R’ )™. Son adhérence, notée U,, est (R)™

II.A — Inégalité arithmético-géométrique

Soit s > 0. On définit les fonctions f et g, sur U, en posant, pour tout = = (z1,...,z,) € U,,,

flz) = ;i[llk et g.(x) = (i zk> — 5.

k=1

On note X, le sous-ensemble de U, constitué des zéros de g, : X, = {z € U, | g,(z) = 0}.
Q 11. On admet que f et g, sont de classe C* sur U,. Donner Iexpression de leur gradient en un point
z=(2q,..,2,) de U,.
Q 12.  Démontrer que la restriction de fa X, admet un maximum sur X et que ce maximum est en fait
atteint sur X, NU,,.

On pourra vérifier que f est strictement positive en certains points de X, N U,,.
On note a = (ay,...,a,) un élément de X, N U, en lequel la restriction de fa X, atteint son maximum.

Q 13.  Démontrer qu’il existe un réel A > 0 tel que, pour tout k dans [1,n], a;, = @.

n
Z x; et en déduire I'inégalité

n 1/n

1

Q 14.  Démontrer alors que, pour tout (zy,...,z,) € U, NX,, (H zl) < -
n

i=1 i=1

arithmético-géométrique
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n 1/n 1 n
V(@ ...,x,) € (R)™, (Hvz) <z sz.

i=1
II.B — Démonstration de l’inégalité de Carleman

On considére ’application F, de U, dans R, définie par

V(@ z,) €T, Fo(@y, ey my) = 2y + (2125) V7 + (212925) V5 4 o+ (22, "
On note h,, application de U,, dans R, définie par

V(T 2y) EUin! by (2y, @) =@y + 2, — L

On admet que F), et h, sont toutes deux de classe €' sur U,,.
On note H,, P'ensemble H, = {(zy,...,x,) € R™ |z, + -+, =1}
Q 15.  Déterminer le gradient de F,, et le gradient de h,, en tout point de U,,.
Q 16.  Démontrer que la restriction de F,, & U, N H, admet un maximum.

On admet que le maximum de F), est en fait atteint sur U,, N H,,.

On note M,, le maximum de F,, sur U, N H,, et on note (ay, ..., a,) un point de U, N H, en lequel il est atteint.
Pour k entre 1 et n, on note v, = (ajay--a;)"/*.

Q 17.  Démontrer qu’il existe un réel A > 0 tel que

Y2 Tn
+ =+ =N
it p) n ay
2 Tn
J2 4y Ty
2 ot n 2

a;+ay+-+a, =1

Q 18.  En déduire que:
a)  A=m bty =M,

b) pour tout k dans [1,n], v, = Awgay, ot
=k(1- %) ik -
wy, = sike[l,n—1]
R0
w, =n
L’objectif des trois questions suivantes est de démontrer que A < e. On suppose par I'absurde que A > e.
. 1 k1)
Q 19.  Vérifier que, pour tout k dans N, - < | ——
e k+2
, 1 k
Q 20. Démontrer que w; < o et que, pour tout k dans [[1,n], w, < P

—k
. . 1, Wy,
On pourra démontrer, pour k € [1,n — 1], que w’iﬁ = Xwij (1 — I) .
. outir & une contradiction sur w, . En déduire que, pour tout n dans N*, pour tout (z,, ..., z, ) €
Q21.  Aboutirs tradicti .. En dédui t n dans N*, pour tout (2, ...,,,) € (R%)"
tels que x) + -+, =1,

n

Z(xlxz"'Ik)l/k <e.
k=1

Q 22.  En déduire I'inégalité de Carleman.

IIT Inégalité de Carleman-Yang

Le but de cette derniére partie est d’établir I'inégalité de Carleman-Yang, qui est un raffinement de I'inégalité
de Carleman.

ITI.A — Un développement en série entiére
Soit ¢ la fonction définie par

vte]-1,1\ {0}, () =1t (TT1.1)
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On définit aussi la suite (b,,),ey par
by = —1

VYn €N, b, = 1i ! b
n ’ no nkZI kE+1 n—k

Q 23.  Justifier que ¢ est prolongeable par continuité en 0 et préciser la valeur de son prolongement en 0.
On notera toujours ¢ ce prolongement.
Q 24. Démontrer que, pour tout n dans N*, |b, | < 1. En déduire une inégalité sur le rayon de convergence
de la série entiere Z by tF.

k=0
Q 25. Démontrer que, pour tout ¢ dans |—1,1[, ¢’(t) = p(t)1(t), ot

+oo

viel-1,1[  $t)=—) - i 5t (I11.2)
n=0

puis que, pour tout n dans N*,

n—1
n—1 k1)
(n Z = ( i )wtn k 1)(0).

Q 26. Conclure alors que

vt e ]-1,1], pt)=e (1 - fb,ﬁ) . (T11.3)
k=1

IT1.B — Démonstration de l’inégalité de Carleman-Yang
Soit (@, ),ene €t (¢, )nene deux suites de réels strictement positifs.
Q 27. Démontrer que

. +1)" P T
Q 28. En considérant ¢, = (nTl) en déduire I'inégalité de Carleman-Yang :
n

5 () <5 (- Eat)-

Q 29.  Démontrer que, pour tout n dans N*, b,, > 0. En quoi I'inégalité précédente est-elle un raffinement de
I'inégalité de Carleman ?

e e eFINe oo
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