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SESSION 2023                                  PSI1M     
 

 
 
 
 
 

ÉPREUVE SPÉCIFIQUE - FILIÈRE PSI 
____________________ 

 

MATHÉMATIQUES 
 

Durée : 4 heures 
____________________ 

N.B. : le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la rédaction. 
!"#$%#&'%("(')#*+)#',*%-#.#/*0-/*/#&*#1$"#0*$)#2$"#+*,32*/#4)/*#$%*#*//*$/#(5-%6%&-7#"2#2*#+"8%'2*/'#+$/#+'#&60"*#
*)#(*9/'#06$/+$"9/*#+'#&6,06+")"6%#*%#*:02"1$'%)#2*+#/'"+6%+#(*+#"%")"')"9*+#1$5"2#'#-)-#',*%-#.#prendre. 

 
RAPPEL DES CONSIGNES 

 

! Utiliser uniquement un stylo noir ou bleu foncé non effaçable pour la rédaction de votre composition ; (5'$)/*+#
couleurs, excepté le vert, peuvent être utilisées, mais exclusivement pour les schémas et la mise en 
évidence des résultats. 

! Ne pas utiliser de correcteur. 
! Écrire le mot FIN à la fin de votre composition. 
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!"# $%&$'&%()*$"# #+,( *,(")-*("#.

!" #'/"( "#( $+01+#2 -3', "4")$*$" "( -" -"'4 1)+5&60"# *,-21",-%,(#.

78%9'" 1)+5&60" "#( $+,#(*('2 -" 1%)(*"# *,-21",-%,("#.
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!"!#$%$!

&'()*+'( ,- .-//-0

!"#$ %&' ("&)$#"& f : R→ R *+(#&#' ,-. /

∀x ∈ R , f (x) =

∫ π

0

cos(x sin(t)) dt.

0"%. $"%$ n ∈ N1 "& &"$' /

Wn =

∫ π

0

sin2n(t) dt.

123 2"&$.'. 3%' f '4$ 5#'& *+(#&#' 4%. R6

143 2"&$.'. 3%' f '4$ *' )7-44' C2 4%. R '$ *"&&'. *'4 '8,.'44#"&4 4"%4 (".9' *:#&$+;

<.-7'4 *' f ′(x) '$ f ′′(x) ,"%. $"%$ x ∈ R6

153 !"#$ %&' ("&)$#"& h : R2 → R *+(#&#' ,-. /

∀(x, t) ∈ R2 , h(x, t) = cos(t) sin (x sin(t)) .

=%4$#(#'. 7:'8#4$'&)' *'
∂h

∂t
1 ,%#4 *+$'.9#&'.

∂h

∂t
(x, t) ,"%. $"%$ (x, t) ∈ R26

163 >& *+*%#.' 3%' f '4$ 4"7%$#"& *' 7:+3%-$#"& *#((+.'&$#'77' /

xy′′ + y′ + xy = 0. ?!@

173 A& 4%,,"4' 3%:#7 '8#4$' %&' 4"7%$#"& *' ?!@ *+B'7",,-57' '& 4+.#' '&$#C.' &"$+'
∑

n≥0

anxn *' .-D"& *' )"&B'.<'&)' R > 06

2"&$.'. 3%' a1 = 0 '$ 3%' ,"%. $"%$ n ∈ N1 n ≥ 2 /

an = −
an−2

n2
.

183 >& %$#7#4-&$ %& $E+".C9' *:#&$'.B'.4#"& 4+.#' #&$+<.-7'1 9"&$.'. 3%' f '4$ *+B'7",,-57'

'& 4+.#' '&$#C.' -% B"#4#&-<' *' 0 '$ '8,.#9'. 7'4 )"'((#)#'&$4 *% *+B'7",,'9'&$ *' f

'& ("&)$#"& *'4 $'.9'4 *' 7- 4%#$' (Wn)n∈N6

193 F+*%#.' *'4 3%'4$#"&4 ,.+)+*'&$'4 3%' f '4$ 7:%&#3%' 4"7%$#"& *+B'7",,-57' '& 4+.#'

'&$#C.' *' ?!@ B+.#(#-&$ f (0) = π6

1:3 >& *+*%#.'1 ,"%. $"%$ n ∈ N1 %&' '8,.'44#"& *' Wn '& ("&)$#"& *' n6
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!"#$%&'( )

'*+,-. */0*123+. 45+ ZZZ

!" #$"%&'()* +"* ,-).&#+/* %* '0,/-1-". %+) +"* ')$&.* 2)-'+0* ,-) /*% *".&*)% )*/-.&3%4 5-
,$%&.&$" 6 /7&"%.-". &"&.&-/ t = 0 *%. k = 04 8 #9-:+* &"%.-". t ∈ N∗; *//* %* '0,/-#* -/0-.$&)*<*".
'* %- ,$%&.&$" k ∈ Z 6 /- ,$%&.&$" k + 1 $+ k − 14

5$&. p ∈ ]0;1[4 !" '03&"&. %+) +" *%,-#* ,)$=-=&/&%0 (Ω,Σ, P) +"* %+&.* '* >-)&-=/*% -/0-.$&)*%
&"'0,*"'-".*% (Xt)t∈N∗ *. &'*".&:+*<*". '&%.)&=+0*% '$". /- /$& *%. '03&"&* ,-) ?

∀t ∈ N∗ , P(Xt = 1) = p *. P(Xt = −1) = 1 − p.

@"3&"; ,$+) .$+. n ∈ N∗; $" ,$%* S n =

n
∑

t=1

Xt4

A$+) .$+. t ∈ N∗; /- >-)&-=/* -/0-.$&)* Xt <$'0/&%* /* '0,/-#*<*". '* /- ,-).&#+/* 6 /7&"%.-". t4
5& Xt = 1; /- ,-).&#+/* %* '0,/-#* >*)% /- ')$&.*4 5& Xt = −1; /- ,-).&#+/* %* '0,/-#* >*)% /-
2-+#9*4 B&"%&; ,$+) .$+. n ∈ N∗; S n <$'0/&%* /- ,$%&.&$" '* /- ,-).&#+/* -,)(% n '0,/-#*<*".%4

!" )-,,*//* /- 3$)<+/* '* 5.&)/&"2 ?

n! ∼
n→+∞

√
2πn

(

n

e

)n

.

!*+13. 6 7 89 :0;./2<<.=.91 .9 40+3. .913>+.

?@A 5$&. α ∈ R .*/ :+* α < N4 C$""*) %-"% '0<$"%.)-.&$" +" '0>*/$,,*<*". *" %0)&*
*".&()* '* /- 3$"#.&$" )0*//* x 7→ (1 + x)α -+ >$&%&"-2* '* 0 *" ,)0#&%-". %$" )-D$" '*
#$">*)2*"#*4

?)BA @" '0'+&)* :+* ,$+) .$+. x ∈ ] − 1;1[ ?

1
√

1 − x
=

+∞
∑

n=0

1

22n

(

2n

n

)

xn.

!*+13. 66 7 !+2C*C3/310 :. +.125+ D /E2+3F39.

!" '03&"&. /- %+&.* (un)n∈N∗ ,-) ?

∀n ∈ N∗, un = P(S n = 0).

?))A A$+) .$+. t ∈ N∗; '0.*)<&"*) /- /$& '* /- >-)&-=/* -/0-.$&)* Xt + 1

2
4 @" '0'+&)* :+* ,$+)

.$+. n ∈ N∗; /- >-)&-=/* -/0-.$&)*
n

∑

t=1

Xt + 1

2
%+&. +"* /$& =&"$<&-/* '$". $" ,)0#&%*)- /*%

,-)-<(.)*%4
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!"#$ !" #$#%&'( )%( *+%' ,+%, n ∈ N∗ -

un =























(

n
n
2

)

(p(1 − p))
n
2 .& n (., */&'

0 .&"+" 0

!"%$ 1$,('2&"(' 3/ 3&2&,( #( 3/ .%&,( (u2n)n∈N∗ 3+'.)%( n ,("# 4('. +∞ .(3+" 3(. 4/3(%'. #( p

(, &",('*'$,(' 3( '$.%3,/,0

&'()*+ ,,, - ./01(+ 2+ 3'44'5+4 3'( 67/(*5*8+

5+%' ,+%, j ∈ N6 +" "+,( O2 j 3/ 4/'&/73( /3$/,+&'( $8/3( 9 1 .& 3/ */',&:%3( (., 9 3;+'&8&"( 9

3;&".,/", t = 2 j6 0 .&"+"0 5+%' ,+%, n ∈ N6 +" *+.( Tn =

n
∑

j=0

O2 j0 <" "+,( E(Tn) 3;(.*$'/":( #(

3/ 4/'&/73( /3$/,+&'( Tn0

1/". :(,,( */',&(6 +" .+%=/&,( #$,('2&"(' lim
n→+∞

E(Tn)0

!"9$ >+&, n ∈ N0 ?%( 2+#$3&.( 3/ 4/'&/73( /3$/,+&'( Tn @

!":$ >+&, j ∈ N0 1$,('2&"(' 3/ 3+& #( 3/ 4/'&/73( /3$/,+&'( O2 j0 !" #$#%&'( )%( -

E(Tn) =

n
∑

j=0

(

2 j

j

)

(p(1 − p)) j
.

!";$ <" .%**+.( #/". :(,,( )%(.,&+" )%( p ,
1

2
0 !" %,&3&./", 3( '$.%3,/, #( 3/ !"<6 :/3:%3('

lim
n→+∞

E(Tn) (, &",('*'$,(' 3( '$.%3,/,0

!"=$ <" .%**+.( #/". :(,,( )%(.,&+" )%( p =
1

2
0 A+",'(' */' '$:%''(":( )%( -

∀n ∈ N, E(Tn) =
2n + 1

22n

(

2n

n

)

(, (" #$#%&'( lim
n→+∞

E(Tn)0
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!"#$%&'( )

!*+,,-./0, 10 2-34+/0, 03 5+2+30, 10 ,*+30, 10 2-34+/0,

!"#$ (n, p) ∈ N∗×N∗% &' ()#'$*+,((, #-# . /0 -"'1,+2,'-, 3, (4#$,( 50$+#-#,//,( (Mk)k∈N "6 7"4+

$"4$ k ∈ N8 Mk ∈ Mn,p(C) 01,- p = 1 950$+#-,( -"/"'',(: "4 p = n 950$+#-,( -0++*,(:% ;"4+

$"4$ k ∈ N8 "' '"$, 0/"+( Mk =

(

m
(k)

i, j

)

(i, j)∈[[1;n]]×[[1;p]]
"4 7/4( (#57/,5,'$ Mk =

(

m
(k)

i, j

)

%

&' (477"(, <4, /),(70-, 1,-$"+#,/ Mn,p(C) ,($ 54'# 3)4', '"+5, '"$*, ||.|| #'3#==*+,55,'$

3,( 10/,4+( 3, n ,$ p% >' 70+$#-4/#,+8 (# V ∈ Mn,1(C)8 V ,($ 4', 50$+#-, -"/"'', 0((#5#/*, .

4' 1,-$,4+ 3, Cn ,$ "' '"$, ||V || (0 '"+5,%

&' +077,//, <4, /,( $+"#( 0((,+$#"'( (4#10'$,( ("'$ *<4#10/,'$,( ?

@% /0 (4#$, (Mk)k∈N -"'1,+2, 1,+( /0 50$+#-, A =
(

ai, j

)

∈ Mn,p(C) A

B% /0 (4#$, 3,( '"+5,( (||Mk − A||)k∈N -"'1,+2, 1,+( 0 A

C% 7"4+ $"4$ (i, j) ∈ [[1; n]] × [[1; p]]8 /0 (4#$, 3, '"5D+,( -"57/,E,(
(

m
(k)

i, j

)

k∈N
-"'1,+2, 1,+(

ai, j ∈ C 9-"'1,+2,'-, 3,( -",==#-#,'$( 3, /0 50$+#-,:%
&' ()#'$*+,((, ,' 70+$#-4/#,+ . /0 (4#$, 3,( 74#((0'-,( #$*+*,(

(

Mk
)

k∈N
3)4', 50$+#-, 3"''*,

M ∈ Mn(C) %

!-43+0 6 7 8+-9:.-5+,-3+:. 03 ;*+,,-./0, 1<*.0 2-34+/0 ;-43+/*5+=40

!"#$ n ∈ N $,/ <4, n ≥ 3% ;"4+ $"4$ (a, b) ∈ C28 "' 3*=#'#$ /0 50$+#-, M(a, b) ∈ Mn(C) 70+ ?

M(a, b) =













































b a a · · · a

a b a · · · a
...
. . .
. . .

. . .
...

a · · · a b a

a · · · a a b













































,$ "' '"$, Pa,b /, 7"/F'G5, -0+0-$*+#($#<4, 3, /0 50$+#-, M(a, b)%

&' '"$, In /0 50$+#-, #3,'$#$* 3,Mn(C) ,$ "' +,50+<4, <4, 7"4+ $"4( +*,/( a ,$ b8

M(a, b) = bIn + aM(1, 0).

>?@A &' (477"(,8 30'( -,$$, <4,($#"' 4'#<4,5,'$8 <4, (a, b) ∈ R2% H"'$+,+ <4, 30'( -,

-0( M(a, b) ,($ 3#02"'0/#(0D/,%

>?BA H"'$+,+ <4, V =























1
...

1























∈ Mn,1(C) ,($ 4' 1,-$,4+ 7+"7+, 3, M(a, b) ,$ 3*$,+5#',+ /0 10/,4+

7+"7+, 0(("-#*, . V%

>)CA H"'$+,+ <4, P1,0(X) = (X − (n − 1)) (X + 1)n−1%

>)?A &' (477"(, <4, a , 0% H"'$+,+ <4, Pa,b(X) = anP1,0

(

X − b

a

)

% >' 3*34#+, /),'(,5D/,

3,( 10/,4+( 7+"7+,( 3, M(a, b) 0#'(# <4, /,4+( 54/$#7/#-#$*(%
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!""# !" #$%&"&' () *+(,"-.) Qa,b ∈ C[X] */0 Qa,b(X) = (X − (b − a)) (X − (b + (n − 1)a))1

2+"'0)0 34) Qa,b )5' 4" *+(,"-.) /""4(/')40 #) M(a, b) )' )" #$#4&0) 34) M(a, b) )5'

#&/6+"/(&5/7() 8+" #&5'&"64)0/ ()5 9/5 a = 0 )' a , 0:1

!"$# ;+&' k ∈ N1 !" 54**+5) 34) a , 01 <$')0.&")0 () 0)5') #) (/ #&=&5&+" )49(&#&)"") #4

*+(,"-.) Xk */0 () *+(,"-.) Qa,b )' )" #$#4&0) 4") )>*0)55&+" #) M(a, b)k 9+..)

9+.7&"/&5+" (&"$/&0) #) M(a, b) )' #) In1

!"%# ;4**+5+"5 34) |b−a| < 1 )' |b+(n−1)a| < 11 <$')0.&")0 (/ (&.&') #) (/ 54&') #) ./'0&9)5
(

M(a, b)k
)

k∈N
1

&'()*+ ,, - .*/*)+ 0+1 23*11'45+1 0634+ /')(*5+

;+&' n ∈ N∗1 !" 9+"5&#?0) (@)5*/9) =)9'+0&)( Cn .4"& #@4") "+0.) "+'$) ||.||1 !" "+') 5/ 7/5)
9/"+"&34) B = (e1, . . . , en)1 ;+&' u 4" )"#+.+0*A&5.) #) Cn =$0&%&/"' (/ *0+*0&$'$ 54&=/"') B

∀λ ∈ ;*(u) , |λ| < 1

+C ;*8u: )5' (@)"5).7() #)5 =/()405 *0+*0)5 #) u1 !" "+') A (/ ./'0&9) #) (@)"#+.+0*A&5.)

u #/"5 (/ 7/5) B1
D@+7E)9'&% #) 9)'') */0'&) )5' #) .+"'0)0 34) lim

k→+∞
Ak
= 01

!" 54**+5) 85/4% F (/ !"7: 34) A = T +C T )5' 4") ./'0&9) '0&/"64(/&0) 54*$0&)40) B

T =

















































λ1 ∗ · · · · · · ∗
0 λ2 ∗ · · · ∗
...
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . . ∗

0 · · · · · · 0 λn

















































.

!"8# 2+"'0)0 34) lim
k→+∞

||uk(e1)|| = 0 )' )" #$#4&0) lim
k→+∞

uk(e1)1

!" 54**+5) 34@&( )>&5') i ∈ [[1; n − 1]] ')( 34) *+40 '+4' j ∈ [[1; i]]G lim
k→+∞

uk(e j) = 01

!"9# 2+"'0)0 34@&( )>&5') x ∈ Vect(e j) j∈[[1;i]] ')( 34) B

u(ei+1) = λi+1ei+1 + x.

H" #$#4&0) 34) *+40 '+4' k ∈ N∗ B

uk(ei+1) = λk
i+1ei+1 +

k−1
∑

m=0

λk−m−1
i+1 um(x).

!":# 2+"'0)0 34) lim
k→+∞

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

k−1
∑

m=0

λk−m−1
i+1 um(x)

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

= 01 H" #$#4&0) 34) lim
k→+∞

uk(ei+1) = 01

!";# 2+"'0)0 /(+05 34) lim
k→+∞

T k
= 01

!"7# !" ") 54**+5) *(45 34) A )5' '0&/"64(/&0) 54*$0&)40)1 2+"'0)0 34) lim
k→+∞

Ak
= 01
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!"#$%& ''' ( )**+%,"$%-. / +" 01$2-3& 3& 4"566(7&%3&+

!"#$ A =
(

ai, j

)

∈ Mn(C) $%&&% '(% )

∀i ∈ [[1; n]], |ai,i| >

n
∑

j=1
j,i

|ai, j|.

*+ ,#$ -&"./ '(% A %/$ (+% 0-$.#1% 2 3%"8-."+& 6$#%,$&0&.$ 3-0%.".$&3 *+ -,0%$ '(% ,-+/

1% 1-/ A %/$ #+4%./#5&%3

*+ ,67#+#$ %+/(#$% M ∈ Mn(C) %$ F ∈ Mn(C) ,% &- 0-+#8.% /(#4-+$% ) 9"(. $"($ (i, j) ∈ [[1; n]]2:

; /# i ≥ j: mi, j = ai, j %$ fi, j = 0 <

; /# i < j: mi, j = 0 %$ fi, j = −ai, j3

=#+/#: A = M − F "> F %/$ &- 9-.$#% $.#-+?(&-#.% /(96.#%(.% ,% ,#-?"+-&% +(&&% ,% −A %$ "> M

%/$ &- 9-.$#% $.#-+?(&-#.% #+76.#%(.% ,% A3

!"#$ Y ∈ Mn,1(C)3 *+ +"$% X ∈ Mn,1(C) &@(+#'(% 0-$.#1% 1"&"++% $%&&% '(% )

AX = Y.

A% 5($ ,% 1%$$% 9-.$#% %/$ ,% $."(4%. (+% /(#$% '(# 1"+4%.?% 4%./ X3

9:;< B(/$#7#%. '(% M %/$ #+4%./#5&%3

C-+/ &- /(#$% ,% 1%$$% 9-.$#%: "+ 9"/% B = M−1F3 *+ ,67#+#$ 9-. .61(..%+1% (+% /(#$% ,%

0-$.#1%/ 1"&"++%/ (Xk)k∈N -4%1 X0 ∈ Mn,1(C) '(%&1"+'(% %$ )

∀k ∈ N , Xk+1 = BXk + M−1Y.

9:=< D"+$.%. '(% X = BX + M−1Y3

!"#$ λ (+% 4-&%(. 9."9.% '(%&1"+'(% ,% &- 0-$.#1% B3 *+ +"$% V ∈ Mn,1(C) (+ 4%1$%(. 9."9.%

,% B -//"1#6 2 1%$$% 4-&%(. 9."9.%3

E-. 1"+4%+$#"+: /# (u j) j∈N %/$ (+% /(#$% ,% +"05.%/ 1"09&%F%/ -&"./

n
∑

j=n+1

u j =

0
∑

j=1

u j = 03

9:>< D"+$.%. '(% FV = λMV3 G+ ,6,(#.% '(% )

∀i ∈ [[1; n]], λai,ivi = −
















n
∑

j=i+1

ai, jv j + λ

i−1
∑

j=1

ai, jv j

















.

9::< D"+$.%. '(@#& %F#/$% i0 ∈ [[1; n]] $%& '(% |vi0 | = max
j∈[[1;n]]

|v j| %$ vi0 , 03 G+ ,6,(#.% '(% )

|λai0,i0 | ≤
















n
∑

j=i0+1

|ai0, j| + |λ|
i0−1
∑

j=1

|ai0, j|
















.

9:?< G+ ,6,(#.% '(% |λ| < 1: 9(#/ '(% lim
k→+∞

Bk
= 03
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!"#$ !"#$%&% '(& )

∀k ∈ N , Xk − X = B
k(X0 − X)

&$ *"#*+(%&,

%&'
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