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SESSION 2023                                   PC1M    
 
 

 
 
 

 

ÉPREUVE SPÉCIFIQUE - FILIÈRE PC 
____________________ 

 

MATHÉMATIQUES 
 

Durée : 4 heures 
____________________ 

 
N.B. : le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la rédaction. 
!"#$%#&'%("(')#*+)#',*%-#.#/*0-/*/#&*#1$"#0*$)#2$"#+*,32*/#4)/*#$%*#*//*$/#(5-%6%&-7#"2#2*#+"8%'2*/'#+$/#+'#&60"*#
*)#(*9/'#06$/+$"9/*#+'#&6,06+")"6%#*%#*:02"1$'%)#2*+#/'"+6%+#(*+#"%")"')"9*+#1$5"2#'#-)-#',*%-#.#prendre. 

 
RAPPEL DES CONSIGNES 

 

! Utiliser uniquement un stylo noir ou bleu foncé non effaçable pour la rédaction de votre composition ; (5'$)/*+#
couleurs, excepté le vert, peuvent être utilisées, mais exclusivement pour les schémas et la mise en évidence 
des résultats. 

! Ne pas utiliser de correcteur. 
! Écrire le mot FIN à la fin de votre composition. 
 

______________________________________________________________________________ 
 
 
!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

   

!"# $%&$'&%()*$"# #+,( *,(")-*("#.

!" #'/"( "#( $+01+#2 -" ()+*# "3")$*$"# *,-21",-%,(#.
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!"!#$%$! &

!'()*)+,-./*0 1213.450

6+7/0'898.)' :7'7+930

!"#$ %&' &(&)%*%&+ #,-$ "..,#$ /'-0*&) ." #,'*,# 01&#0,2,)34*$2& %5%.*6-& 0,#' ." 0/7*#*'*,# &$' 0,##/&

%*80&$$,-$9 :,*' f -# &#0,2,)34*$2& 01-# &$3"%& ;&%',)*&. E 0& 0*2&#$*,# 7*#*& n ∈ N∗9 <# )"33&..&

6-& 3,-) ',-' &#'*&) p ∈ N∗+ ,# #,'& =

f 0 = >0E , f 1 = f , f 2 = f ◦ f , f p = f ◦ · · · ◦ f
︸      ︷︷      ︸

p 7,*$

.

<# 0*' 6-& .1&#0,2,)34*$2& f &$' %5%.*6-& $1*. &(*$'& -# ;&%'&-) v ∈ E '&. 6-& ." 7"2*..&
(

v, f (v), . . . , f n−1(v)
)

$,*' -#& ?"$& 0& .1&$3"%& ;&%',)*&. E 9

@&' &(&)%*%& &$' %,23,$/ 0& 6-"')& 3")'*&$ *#0/3&#0"#'&$9 A&$ '),*$ 3)&2*B)&$ $,#' %,#$"%)/&$ C

.1/'-0& 0& 0*77/)&#'$ &(&23.&$9 !"#$ ." 0&)#*B)& 3")'*&+ ,# 0/'&)2*#& -#& %,#0*'*,# #/%&$$"*)& &' $-77*8

$"#'& 3,-) 6-1-# &#0,2,)34*$2& 0*"D,#".*$"?.& $,*' %5%.*6-&9

69+8.0 % ; <85(0 (=5' ,+0*.0+ 0>0*,30

!"#$ %&''& 3")'*&+ ,# %,#$*0B)& .1&#0,2,)34*$2& f : R2 → R2 0/7*#* 3") =

∀(x, y) ∈ R2, f (x, y) = (4x − 2y, x + y) .

?&@ E# %,#$*0/)"#' v = (1, 0) ∈ R2 + 2,#')&) 6-& f &$' -# &#0,2,)34*$2& %5%.*6-& 0& R2 9

?A@ !/'&)2*#&) .&$ ;".&-)$ 3),3)&$ 0& f &' 0,##&) -#& ?"$& 0& %4"6-& $,-$8&$3"%& 3),3)& 0& f 9

?B@ E(*$'&8'8*. -# ;&%'&-) w ∈ R2 #,# #-. '&. 6-& ." 7"2*..& (w, f (w)) #& $,*' 3"$ -#& ?"$& 0& R2 F

69+8.0 %% ; <85(0 (=5' (05>.C*0 0>0*,30

!"#$ %&''& 3")'*&+ ,# %,#$*0B)& .1&#0,2,)34*$2& g : R3 → R3 0,#' ." 2"')*%& 0"#$ ." ?"$& %"#,#*6-&

&$' =

M =





0 −1 1
−1 0 −1
1 −1 0




∈ M3(R) .

?D@ G,#')&) 6-& .1,# " ." )&."'*,# g2 = g + 2 >0R3 9

?E@ G,#')&) 6-& ." 2"')*%& M &$' 0*"D,#".*$"?.& &' 0/'&)2*#&) $&$ ;".&-)$ 3),3)&$9

?F@ A1&#0,2,)34*$2& g &$'8*. %5%.*6-& F
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!"#$%& ''' ( )$*+& +,*- $#.%/%01& &2&134&

!"#$ %&''& (")'*&+ ,# -*.& /# &#'*&) n ∈ N \ {0, 1} &' ,# %,#$*01)& 23"((2*%"'*,# ∆ 04-*#*& $/) Rn[X] (") 5

∀P ∈ Rn[X], ∆(P) = P(X + 1) − P(X) .

6") &.&7(2&+ ,# " ∆(X2) = (X + 1)2 − X2 = 2X + 1 8

567 9,#')&) :/& ∆ &$' /# &#0,7,)(;*$7& 0& Rn[X] 8

587 <,*' k ∈ ~0, n� 8 ="2%/2&) ∆(Xk) $,/$ /#& -,)7& 04>&2,((4&8

597 ?# 040/*)& :/& $* P ∈ Rn[X] &$' /# (,2@#A7& #,# %,#$'"#'+ "2,)$ 0&B(∆(P)) = 0&B(P) − 1 8

5:;7 9,#')&) :/& 23&#0,7,)(;*$7& ∆ &$' %@%2*:/&8

!"#$%& '< ( ="/ +,*- &-+.1.#3>%/1& +%"?.-"4%/"@4&

!"#$ %&''& (")'*&+ ,# %,#$*01)& /# &#0,7,)(;*$7& 0*"B,#"2*$"C2& h 03/# CD&$("%& >&%',)*&2 E 0& 0*D

7&#$*,# -*#*& n ∈ N∗ 8 E# $,/;"*'& 04'&)7*#&) /#& %,#0*'*,# #4%&$$"*)& &' $/--*$"#'& $/) 2&$ >"2&/)$

(),()&$ 0& h (,/) :/& %&' &#0,7,)(;*$7& $,*' %@%2*:/&8

=,77& 23&#0,7,)(;*$7& h &$' 0*"B,#"2*$"C2&+ *2 &.*$'& /#& C"$& B = (v1, . . . , vn) 0& 23&$("%& >&%',)*&2 E
%,7(,$4& 0& >&%'&/)$ (),()&$ 0& h 8 6,/) ',/' k ∈ ~1, n� + ,# #,'& λk ∈ C 2" >"2&/) (),()& "$$,%*4& "/

>&%'&/) (),()& vk 8

<,*' v ∈ E 8 =,77& B &$' /#& C"$& 0& E + *2 &.*$'& (α1, . . . , αn) ∈ C
n '&2 :/& 5

v = α1v1 + · · ·+ αnvn .

5::7 9,#')&) :/& (,/) ',/' p ∈ N∗ + ,# " 5

hp(v) = α1λ
p

1v1 + · · ·+ αnλ
p
nvn .

5:A7 9,#')&) :/& 2& 04'&)7*#"#' 0& 2" -"7*22& F = (v, h(v), . . . , hn−1(v)) 0"#$ 2" C"$& B &$' 4B"2 F 5

0&'B(F ) = α1 · · ·αn

∏

16i< j6n

(λ j − λi) .

5:B7 =,#%2/)& :/& h &$' %@%2*:/& $* &' $&/2&7&#' $* *2 "07&' n >"2&/)$ (),()&$ 0*$'*#%'&$8
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!"!#$%$! &

'( )*+,-.*+ /.0*1(2.-345

62785+-(-.*+ 17+72(05

!"#$ %&' &(&)%*%&+ ,# %,--&#%& .") /01*#*) 2" 1,#%'*,# /*2,3")*'4-& /"#$ 2" .)&-*5)& .")'*&+ .6*$ ,#

0'6/*& 76&276&$86#&$ /& $&$ .),.)*0'0$ /"#$ 2&$ .")'*&$ $6*9"#'&$:

;# "/-&' &' ,# .,6))" 6'*2*$&) 2*<)&-&#' 2=03"2*'0 >

+∞∑

n=1

1

n2
=
π2

6
.

6(2-.5 % 9 !:.8-5+,5 5- ;254.<258 ;2*;2.7-78 /5 0( )*+,-.*+ /.0*1(2.-345

!"#$ %&''& .")'*&+ ,# %,#$*/5)& 2" 1,#%'*,# f : ]0,+∞[×] −∞, 1]→ R /01*#*& .") >

∀(t, x) ∈ ]0,+∞[×] −∞, 1], f (t, x) =
t

&t − x
.

=>?@ ?6$'*1*&) 76& 2" 1,#%'*,# f &$' <*&# /01*#*& $6) ]0,+∞[×] −∞, 1] :

=>A@ @,#')&) 76& 2" 1,#%'*,# t 7→ f (t, 1) &$' *#'03)"<2& $6) ]0,+∞[:

=>B@ A,*' x ∈ ]−∞, 1] : B# %,-.")"#' 2&$ 1,#%'*,#$ t 7→ f (t, x) &' t 7→ f (t, 1)+ -,#')&) 76& t 7→ f (t, x) &$'
*#'03)"<2& $6) ]0,+∞[ :

!=".)5$ 2&$ )0$62'"'$ .)0%0/&#'$+ ,# .&6' /01*#*) 2" 1,#%'*,# L : ] −∞, 1]→ R .") >

∀x ∈ ] −∞, 1], L(x) = x

∫ +∞

0
f (t, x) /t .

C&''& /&)#*5)& &$' "..&20& 1,#%'*,# /*2,3")*'4-&:

=>C@ @,#')&) 76& 2" 1,#%'*,# L &$' %,#'*#6& $6) ] −∞, 1] :

6(2-.5 %% 9 D7E50*;;545+- 5+ 872.5 5+-.<25

!"#$ %&''& .")'*&+ ,# -,#')& 76& 2" 1,#%'*,# L &$' /09&2,.."<2& &# $0)*& &#'*5)&: ;# %,#$*/5)& 6#

#,-<)& )0&2 x ∈ [−1, 1] : D,6) ',6' n ∈ N + ,# /01*#*' 2" 1,#%'*,# sn : ]0,+∞[→ R .")

∀t ∈ ]0,+∞[, sn(t) = t&−(n+1)t xn
.

=>F@ A,*' n ∈ N : @,#')&) 76& 2=*#'03)"2&

∫ +∞

0
sn(t) /t %,#9&)3& &' 76&

∫ +∞

0
sn(t) /t =

xn

(n + 1)2
:

=>G@ @,#')&) 76& 2" $0)*& /& 1,#%'*,#$
∑

n>0

sn %,#9&)3& $*-.2&-&#' $6) ]0,+∞[ &' 76& >

∀t ∈ ]0,+∞[,
+∞∑

n=0

sn(t) = f (t, x) .
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!"#$ !"#$%&% '(& )* +,%-&
∑

n>1

xn

n2
."#/&%0& &$ 1,1(-%& 1&+ '(&+$-"#+ 2%,.,1&#$&+ '(& L(x) =

+∞∑

n=1

xn

n2
3

!"%$ !"#$%&% '(& 2"(% $"($ x ∈ [−1, 1] 4 "# * L(x) + L(−x) =
1

2
L(x2) 3

!""$ 5,1(-%& 1&+ '(&+$-"#+ 2%,.,1&#$&+ )&+ /*)&(%+ 1& L(1) &$ L(−1) 3

&'()*+ ,,, - ./+ '0)(+ 1(21(*3)3

5*#+ .&$$& 2*%$-&4 "# ."#+-16%& )* 7"#.$-"# h : ]0, 1[→ R 1,7-#-& 2*% 8

∀x ∈ ]0, 1[, h(x) = L(x) + L(1 − x) + )#(x) )#(1 − x) .

!"4$ 9(+$-7-&% '(& )* 7"#.$-"# L &+$ 1,%-/*:)& +(% ] − 1, 1[ &$ ;"#$%&% '(& )<"# * 8

∀x ∈ ] − 1, 1[, L′(x) =






−
)#(1 − x)

x
+- x , 0

1 +- x = 0 .

!"5$ !"#$%&% '(& )* 7"#.$-"# h &+$ ."#+$*#$& +(% ]0, 1[ 3

!"6$ !"#$%&% '(& h(x) = L(1) 2"(% $"($ x ∈ ]0, 1[3 =# 1,1(-%& )* /*)&(% 1& )<-#$,0%*)&

∫ +∞

0

t

2&t − 1
1t 3
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!"!#$%$! &

'( )*+ ,* -./0121

341-*(2520.( 61(1457*

!" #$"%&'()* '*+, *"-&*)% M ∈ N \ {0, 1} *- A ∈ N∗ . !" '&%/$%* '0+" /12-*2+ '* 3*+ &"4&"& %+) 1*5+*1
%* -)$+6* +" /2)#$+)% #$7/$%8 '* #2%*% "+78)$-8*% /2) 1*% *"-&*)% "2-+)*1%. 9" /&$" %* -)$+6* &"&-&2:
1*7*"- %+) 12 #2%* "+78)$-8* 0 *- &1 '$&- 2--*&"')* $+ '8/2%%*) 12 #2%* "+78)$-8* A /$+) -*)7&"*) 1*
3*+. ; #<25+* -$+) '* 3*+= 1* 3$+*+) +-&1&%* +" $)'&"2-*+) 5+& >8"()* 2182-$&)*7*"- *- +"&4$)787*"- +"
8187*"- '* 10*"%*7?1* ~0,M − 1� @ 1* /&$" *%- 262"#8 '02+-2"- '* #2%*% 5+* 1* "$7?)* >8"8)8.

A2"% 12 %+&-*= $" %0&"-8)*%%* -$+- /2)-&#+1&()*7*"- 2+ "$7?)* '* -$+)% '* 3*+ "8#*%%2&)* /$+) 5+* 1*
/&$" 2--*&>"* $+ '8/2%%* 12 #2%* "+78)$-8* A .

B$+) 7$'81&%*) #*--* %&-+2-&$"= $" %* /12#* %+) +" *%/2#* /)$?2?&1&%8 (Ω,A, P) *- $" #$"%&'()* +"*
%+&-* (Xk)k∈N∗ '* 62)&2?1*% 2182-$&)*% )8*11*% &"'8/*"'2"-*% '* 1$& +"&4$)7* %+) ~0,M−1� . !" #$"%&'()*
8>21*7*"- 12 %+&-* '* 62)&2?1*% 2182-$&)*% )8*11*% (S n)n∈N '84&"&* /2) S 0 = 0 *- @

∀n ∈ N∗, S n =
n∑

k=1

Xk .

!" #$"%&'()* 12 62)&2?1* 2182-$&)* T '84&"&* '* 12 42C$" %+&62"-* @

D. %& /$+) -$+- n ∈ N∗ = $" 2 S n < A = 21$)% $" /$%* T = 0 E

F. %&"$"= $" /$%* T = 7&" { n ∈ N∗ | S n > A } .

G0$?3*#-&4 '* #*- *,*)#&#* *%- '* '8-*)7&"*) 10*%/8)2"#* '* 12 62)&2?1* 2182-$&)* T '2"% '*+, #2% /2)-&:
#+1&*)%.

35420* % 8 3417090(504*-

%:; 8 <.,170-520.(

A2"% #*--* %$+%:/2)-&*= $" *44*#-+* 1* 1&*" *"-)* 12 %&-+2-&$" /)8%*"-8* '2"% 10&"-)$'+#-&$" *- 1* 7$'(1*
#$"%&'8)8 #&:'*%%+%.

=>?: H$&- n ∈ N∗ . I+* )*/)8%*"-*"- 1*% 62)&2?1*% 2182-$&)*% Xn *- S n '2"% 1* #$"-*,-* '* 12 %&-+2-&$"
/)8%*"-8*J

=>@: I+* )*/)8%*"-* 12 62)&2?1* 2182-$&)* T J

%:> 8 $57/+7 ,* 75 -.99* ,A+(* -140* *(20B4*

!" #$"%&'()* 12 4$"#-&$" f : ] − 1, 1[→ R '84&"&* /2) @

∀x ∈ ] − 1, 1[ , f (x) =
1

1 − x
.

=>C: K$"-)*) 5+* 12 4$"#-&$" f *%- '* #12%%* C∞ %+) ] − 1, 1[ *- 5+* @

∀p ∈ N, ∀x ∈ ] − 1, 1[, f (p)(x) =
p!

(1 − x)p+1
.
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!"#$ !"#$ p ∈ N % &"'$()( *+) ,) (-."' /) 0"'1)(2)'0) /) ,- 34(#) )'$#5()
∑

n>p

(

n

p

)

xn )3$ 42-, 6 1 %

!%&$ !"#$ p ∈ N % 7' /41),"88-'$ ,- 9"'0$#"' f )' 34(#) )'$#5(): /4/+#() /)3 *+)3$#"'3 8(404/)'$)3

,;42-,#$4 3+#1-'$) <

∀x ∈ ] − 1, 1[,
+∞∑

n=p

(

n

p

)

xn =
xp

(1 − x)p+1
.

'()*+, -- . /*01, 1203 4),5+,) 6(7

=-'3 0)$$) 8-($#) +'#*+)>)'$: "' 3+88"3) *+) M = 2 %

--$8 . 9:+ 1,7 ;()+(<=,7 (=>(*:+),7 Sn ,* T

!%8$ !"#$ n ∈ N∗ % =4>"'$()( *+) S n 3+#$ +') ,"# ?#'">#-,) /) 8-(->5$()3 n )$ 1/2 %

!%"$ @+),,)3 3"'$ ,)3 1-,)+(3 8(#3)3 8-( ,- 1-(#-?,) -,4-$"#() T A

!%%$ !"#$ k ∈ N -1)0 k > A % 7B8(#>)( ,;415')>)'$ (T = k) )' 9"'0$#"' /)3 415')>)'$3 (S k−1 = A− 1)
)$ (Xk = 1) % 7' /4/+#() *+) <

P(T = k) =

(

k − 1

A − 1

)

1

2k
.

!%?$ C-,0+,)( P(T = 0) %

--$" . @74>)(36, 1, =( ;()+(<=, (=>(*:+), T

D' /4/+#$ /)3 (43+,$-$3 8(404/)'$3 *+) ,- 9"'0$#"' 24'4(-$(#0) GT /) ,- 1-(#-?,) -,4-$"#() T )3$ 42-,) 6

,- 3">>) /) ,- 34(#) )'$#5()
∑

k>A

P(T = k)xk 3+( 3"' #'$)(1-,,) /) 0"'1)(2)'0)%

!%A$ =4$)(>#')( ,- (-."' /) 0"'1)(2)'0) RT /) ,- 34(#) )'$#5()
∑

k>A

P(T = k)xk )$ >"'$()( *+) <

∀x ∈ ] − RT ,RT [, GT (x) =
(

x

2 − x

)A

.

!%B$ 7' /4/+#() ,) '">?() >".)' /) $"+(3 /) E)+ 8"+( $)(>#')( '"$() 8-($#)%

'()*+, --- . /*01, 1203 7,6:31 6(7

=-'3 0)$$) 8-($#) +'#*+)>)'$: "' 3+88"3) *+) A 6 M %

---$8 . C(=60= 1, =( 4):<(<+=+*> P(Sn 6 k)

=-'3 0)$$) 3"+3F8-($#): "' 8"+((- ,#?()>)'$ +$#,#3)( ,- 9"(>+,) 3+#1-'$) <

∀(k, n) ∈ N2
,

k∑

ℓ=0

(

n + k − ℓ

n

)

=

(

n + 1 + k

n + 1

)

.
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!"#$ !"#$ n ∈ N
∗ % &' ("')#*+,-'$ ./ )0)$12/ ("23./$ *4+51'/2/'$)

(

(Xn+1 = 0), . . . , (Xn+1 = M − 1)
)

6

2"'$,/, 78/ 9

∀k ∈ �0, A − 1�, P(S n+1 � k) =
1

M

k
∑

ℓ=0

P(S n � k − ℓ) .

!"%$ :"'$,/, 3-, ,+(8,,/'(/ 78/ 3"8, $"8$ n ∈ N
∗ 6 "' - 9

∀k ∈ �0, A − 1�, P(S n � k) =
1

Mn

(

n + k

n

)

.

&&&$' ( )*+,-./01 21 3. 4.-5.631 .3,.785-1 T

;' ,-33/../ ./ ,+)8.$-$ )8#5-'$ 78# 3"8,,- <$,/ 8$#.#)+ .#=,/2/'$ *-') .- )8#$/ 9 )# Z /)$ 8'/ 5-,#-=./ -.+->

$"#,/ ? 5-./8,) *-') N $/../ 78/ .- )+,#/ '82+,#78/
∑

n�0

P(Z > n) ("'5/,@/6 -.",) Z -*2/$ 8'/ /)3+,-'(/

/$ "' - .4+@-.#$+ 9

&(Z) =
+∞
∑

n=0

P(Z > n) .

!"9$ A8/ 3/8$>"' *#,/ */) +51'/2/'$) (T > n) /$ (S n < A) 3"8, $"8$ n ∈ N B &' *+*8#,/ 78/ .-

5-,#-=./ -.+-$"#,/ T -*2/$ 8'/ /)3+,-'(/ /$ (-.(8./, )- 5-./8,%

:&;
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