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Début de I’épreuve

Pour d € N* et x = (21,...,24) et y = (y1,...,yq) dans RY, nous noterons :

e 1 -y le produit scalaire usuel de z et y.

d
voy=
=1

e |[z| := /= -z, la norme euclidienne usuelle de z,
o [z,y] :={\z+ (1 — Ny, A €[0,1]} le segment joignant = a y.

On rappelle quune partie A de R? est convexe si pour tout (x,y) € A2 on a [z,y] C A.
Si A et B sont deux parties non vides de R?, 2 € R? et A\ € R, nous noterons

A+ B:={a+b, ac A be B}, N :={\a, ac A}
A-B:=A+(-1)B, A—z:=A—{z}

nous noterons dim(A) la dimension de I'espace vectoriel engendré par A — a ol a est
un élément quelconque de A (cette définition étant indépendante du choix de a € A). En
particulier si x et y appartiennent & R? et z # y, on a dim({z}) = 0, et dim([x,y]) = 1.

Pour M € M,,«4(R), nous identifierons toujours M a l'application linéaire dont M
est la matrice dans les bases canoniques de R? et R™ et noterons donc

Ker(M) :={z e R*: Mz =0}, Im(M) := {Mz,z € R"}

enfin M7 désignera la transposée de M.

Pour tout £ € N*, nous noterons ]R’jr I’ensemble des éléments de R* dont les coordon-
nées sont dans R et pour y; et yp dans R¥, nous écrirons y; > o (ou 4o < 91) quand
Y1 —y2 € RE.

On rappelle enfin que toute suite bornée d’éléments de R* posséde une extraction qui
converge.

Partie I : Projection et séparation

Projection

Soit C' une partie non vide, convexe et fermée de R? et x € R?, considérons :

inf ||z — yl2 1
inf |yl o

1) Montrer que (1) posséde une unique solution (c¢’est a dire qu’il existe un unique y € C'
tel que ||z —y||? < ||z — 2]|* pour tout z € C') que nous appellerons projection de z sur C
et noterons projq(z). Montrer que & = projq(z) si et seulement si z € C.
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2) Soit y € R? montrer que

y =projo(z) <= yecCet(z—y) (z—y) <0, Vz€C.

3) Montrer que pour tout (z1,72) € RY x RY, on a

(proje (1) = proje (22)) - (w1 = w2) > [|proje (1) — proje (v2)],
et en déduire que proj. est continue.
4) Déterminer explicitement proj. dans les cas suivants :

i) C=R., i)C = {yeR: [ly| <1},

d
iii) C = {y ER:D i< 1} , i)C = [~1,1]%
i=1

Séparation

Soit C' et D deux parties convexes non vides de R? telles que

C est fermée et bornée, D est fermée, et C N D = ().

5) Montrer que D — C est une partie convexe fermée de R? ne contenant pas 0.

6) Montrer qu’il existe p € R et £ > 0 tels que

prx<p-y—e, Y(x,y) € C x D.

(on dit que C' et D peuvent étre séparés strictement).

7) Soit C une partie convexe fermée non vide de R? et soit o : RY — R U {+o00} définie

par :

oc(p) :=sup{p -z, = € C}

montrer que

C={JEE]Rd:p'acgoc(p)7 VpERd}

(de sorte que C' est une intersection de demi-espaces fermés).

8) Soit A une partie convexe non vide de R? et 2 € R%\ A, montrer qu’il existe p € R\ {0}

tel que

prr<p-y Vye€A
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Partie II : Points extrémaux

Soit F une partie de R, on appelle enveloppe convexe de F et I'on note co(FE) l'en-
semble

I I
co(E) = {Z Niwg, T €N\ >0, Z)\i =1,(x1,...,2y) € EI} .
i=1 i—1

Soit A une partie convexe non vide de R?, nous dirons que 2 € A est un point extrémal
de AsiV(y,z,\) € Ax Ax]0,1], on a
r=1-Ny+AXz=y==z

Nous noterons Ext(A) 'ensemble des points extrémaux de A.

Cas particuliers

9) Soit A une partie convexe non vide de R?. Soit I € N*, xy,...2; € Al et (\y,..., A1) €
Ri tels que Zle A; = 1, montrer que :

o a) Y Ny € A,
o b)siz:= Zl{zl Niz; € Ext(A) alors 2; = @ pour tout ¢ € {1,..., I} tel que \; > 0.

10) Soit E une partie de R* montrer que co(E) est le plus petit convexe contenant £ et
que Ext(co(E)) C E.

11) Soit A = co(E) ou E est la partie de R? définie par

E ={(0,0,1),(0,0,—1)} U{(1 4 cos(),sin(#),0), 6 € [0,2x]}
montrer que Ext(A) est non vide et n’est pas fermée.

12) Soit k € N*, (p1,...,px) € (Rd)k et (by,...,b) € R* tels que

A= {xERd;pi.xgb,-, i:1,...,k}
soit non vide. Montrer que A est convexe et fermée. Soit @ € A, soit I(z) :=={i € {1,...,k} :pi-x =10
montrer que
x € Ext(A) <= rang ({p;, i € I(x)}) =d

en déduire que Ext(A) est un ensemble fini (éventuellement vide) dont le cardinal est
inférieur ou égal a 2%,
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Cas d’un convexe fermé borné

Dans les trois questions qui suivent, K est une partie non vide, convexe, fermée et
bornée de R

13) Soit p € R? posons

K, ={zeK:p-z<p-y, Vye K}.
Montrer que K, est non vide, convexe et fermée et que Ext (K),) C Ext(K).

14) Montrer que Ext(X) est non vide (on pourra se ramener au cas o 0 € K et raisonner
sur la dimension de K).

15) Montrer que K = co(Ext(K)).

Partie III : Un résultat de dualité

Cones convexes

On dit qu'une partic F de R? est un cone si A\F C F pour tout A € R,. Soit F une
partie non vide de R?, le coéne polaire de E est défini par

ET = {pGRd:p-x>O, VIEE}
et son codne bi-polaire par
Eft=(EY) :={ceR’:€-p>0, Vpe EY}.
16) Montrer que E1 et ET*sont des cones convexes fermés et que £ C EtT.
17) Montrer que £ = E*7 si et seulement si F est un cone convexe fermé.

18) Soit &1, ..., &, k éléments de R? et

k
F = {Z)\f (A, M) € R’j}
i=1

montrer que F' est un céone convexe fermé. Soit & € R?, montrer que 'équivalence entre :
e (€ F,
e £-1 >0 pour tout # € R? tel que

Gx>0i=1,... k
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Programmation linéaire

Soit M € Myxa(R), b= (by,...,b) € RF et p € RY. Posons

a::inf{p-x:xeRd, x>0, ngb}

et

ﬁ::sup{l%q:qe]Rk7 q <0, JVquép}
(en adoptant la convention : inf (§ = +oco et sup ) = —c0).
19) Montrer que o > .

20) On suppose qu'il existe Z = (Z1,...,Z4) € R tel que

220, Mz <betp-T=aqa.

En notant M, le vecteur de R? dont les coordonnées sont les coefficients de la i-éme
ligne de M, posons :

I={ie{l,....,k}: M; -7 =0}
et
J={je{l,...,d} :z; =0}.

e a) Montrer que p- z > 0 pour tout z € R? tel que

z; = 0 pour tout j € J et M; -z < 0 pour tout 7 € I.

e b) Montrer qu’il existe § € R* tel que :

q<0, M'Gg<p, q-(Mz—b)=0et (p—M"'q) -z=0.
e ¢) Montrer que b-g=a = 0.

Partie IV : Systémes linéaires sous-déterminés

Pour tout = = (z1,...,24) € R on pose

d
lzlh =" lzal, Jelloo = max{|z, i=1,...,d}
i=1

Ii(z)={ie{l,....d} ;> 0}, [_(x):={ie{l,...,d}:2; <0}
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et
In(z) ={ie{l,...,d} :z; =0}.
Soit M € Mwq(R) et supposons que
rang(M) = k.
Soit b € RF\{0}, I'objectif de cette partie est de trouver une solution du systéme linéaire
Mx =10

ayant au plus k coordonnées non nulles par une méthode de minimisation. Pour ce faire,
on s’intéresse a :

r=inf{||z|;, z € R, Mz =0b}.

21) Montrer que pour tout x € R? on a

lzlly = max {z -y, y € R flylloe <1},

et

[z = max{z -y, y € RY |yl < 1}.
22) Notons C' 'ensemble :
C .= {xERd:Mx:b, ||zH1:r}.
Montrer que C' est non vide, convexe, fermé et borné.

23) Fixons z € C. Montrer qu’il existe ¢ € Ker(M)*\{0} tel que pour tout i €
{1,...,d}, on ait

qi%i = llqlloo 7] -
24) Soit K l'ensemble des y € R? tels que

Montrer que K est non vide et inclus dans C'.

25) Montrer que si y € Ext(K) alors

h € Ker(M) et Io(y) C In(h) = h = 0.

26) En déduire que si y € Ext(K) alors le cardinal de I, (y) U I_(y) est inférieur ou égal

Fin du sujet.

Téléchargé gratuitement sur Doc-Solus.fr.


http://www.doc-solus.fr/

