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Polynomes a racines toutes réelles

Notations

— Pour tout 0 < k£ < n, on notera (Z) le coefficient binomial ou

nl=n(n-1)---2.1.

n!
kl(n—k)!

— On note C*(R) les fonctions f: R — R de classe C*. On dit que @ est un zéro
d’ordre m >0 de f € C*(R) si

fl@=f(a)=-=f"a)=0 et ["(a)#0.
Dans la suite du texte quand on liste les zéros d’un polynéme on répetera chaque
racine autant de fois que sa multiplicité : ainsi les racines de X3(X — 1)? sont
0,0,0,1,1.

— On note D : C*(R) — C>®(R) Topérateur de dérivation, i.e. D(f) = f’. Pour
Q=7 ax X" € R[X], on note Q(D) l'opérateur défini par

QD) : C*(R) — C*(R)
f — Zaka(f)a

k=0
c’est-a-dire que

QD) f(x) = kiakf“”(x)

ott £ est la fonction dérivée k-éme.

Log-concavité des suites

Soit (ag, -+ ,a,) une suite a valeurs réelles. On dira qu’elle est

— unimodulaire s'il existe 0 < j < n tel que ap < a1 <+ < a; = ajp1 =+ = ay ;

— log-concave si pour tout 1 < j<n—1,0ona a?- Z ;10541 ;

ultra log-concave si (“—’“))kzoymyn est log-concave.

»
1 > Montrer que la suite binomiale ((Z))k:o n est log-concave.
2 > Montrer que si (ag)g—o,..n est ultra log-concave, alors elle est log-concave.

3 > Montrer que si (ax)g—o,..» est strictement positive et log-concave, alors elle est
unimodulaire.
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Polynémes réels a racines toutes réelles

Soit P(X) = ap+ay X + -+ + a, X" € R[X] avec a,, # 0. Il est dit a racines toutes
réelles si toutes ses racines complexes sont en fait réelles, i.e. P(z) = 0 implique z € R.
On suppose dans cette question que P est a racines toutes réelles.

4 > Montrer que P’ est a racines toutes réelles.
Indication : on pourra utiliser le théoréme de Rolle en veillant aux multiplicités des
Tacines.

5 > Montrer que Q(X) = X"P(1/X) est un polyndme a racines toutes réelles.
Indication : on commencera par préciser le degré de Q(X).

6 > Pour 1 < k < n—1,onconsidere Q;(X) = P*D(X) puis Qa(X) = X" F1Q,(X)
et enfin Q(X) = Qé"_k_u (X). Montrer que Q(X) est un polynéme de degré au plus
2 a racines toutes réelles et en déduire que (ag)k—o... » est ultra log-concave.

On considére comme précédemment un polynéme P € R[X] de degré n a racines
toutes réelles.

7 > Soit o € R. Montrer que e**D(e”** P(x)) est un polynéme a racines toutes réelles.
Indication : on pourra a nouveau utiliser le théoréme de Rolle en considérant en
outre le comportement en +o00.

8 > Soient P(X) = Yp_garX* et Q(X) = Y7, b; X7 des polyndmes réels a racines
toutes réelles. Montrer que Q(D)P(X) est un polynéme & racines toutes réelles.

Dans la question 27 > , nous utiliserons le théoreme de composition de Schur suivant,
que nous admettons.

Théoréme 1 Soient P(X) = Yp_qa X* et Q(X) = X730, X7 des polynomes réels d
racines toutes réelles. On suppose en outre que les racines de () ont toutes le méme signe.

Alors le polynéme
min(n,m)

PoQ(X):= > apby(k)X*

k=0

est a racines toutes réelles.
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Quelques exemples

Soit. A une matrice symétrique réelle de taille n.

9 > Montrer que son polyndme caractéristique x4(X) est a racines toutes réelles.

10 > On suppose que toutes les racines de ya(X) sont positives. Montrer 'existence
d’une matrice symétrique C' telle que A = C?.

11 > Soit B une matrice symétrique et on suppose comme dans la question précédente
que les racines de y4(X) sont positives. Montrer que les valeurs propres de AB
sont toutes réelles.

On considere

{ R[X]xR[X] — R
. (P,Q) = o P(z)Q(x)e " dr.

12 > Montrer que ¢ définit un produit scalaire sur R[X].

13 > Justifier (on ne demande pas de les calculer) qu’il existe une famille (L, )n,en de
R[X] vérifiant les propriétés suivantes :

— les L; sont de degré i ;
— pour tout 0 < 4,5 <n, ¢(L;, L;) =0;; i.e.nulsi i # j et égal a 1 pour ¢ = j.
14 > Montrer que pour tout n > 1, le polyndme L, est a racines toutes réelles.

Soit (BZ) une suite de variables aléatoires de Bernouilli B(b;) indépendantes
i=1,,n

de parameétres respectifs b;, i.e. P(B; = 1) = b; et P(B; = 0) = 1 — b;. Soit alors
B =", DB; et soit

P(X) =Y pX*
k=0

ou pr =P(B=k).

15 > Montrer que P(X) est a racines toutes réelles.

16 > Soit P(X) = Yp_opX* € R[X] a coefficients positifs, i.e. p, = 0 pour tout
k = 0,---,n. On suppose en outre que P est a racines toutes réelles et que
P(1) = 1. Montrer alors qu'’il existe des variables de Bernouilli indépendantes B;
telles que pour tout k=0,---,n,ona p, =P, B;=k).
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Théoréme de Hermite-Sylvester

Soit P € R[X] de degré n. On note oy, -+, a, les racines réelles distinctes de P et

B, By, Bs, B, ses racines complexes non réelles, on 3; désigne le conjugué de 3;. On
note m; la multiplicité de a; et n; celle de §; et 3;.
Pour tout £ > 0, on introduit

T S
—k
se =y miay + Y ni(8 + B;).
i=1 j=1
On introduit les applications linéaires ¢y, : C* — C définies par

n
(- ) =Y may
=1

ainsi que
n
wk('x17 e 7$n) = Zzl ]7%71'
i=1
.= n il
On notera aussi ¥, (z1, -+ ,2,) = S0 i) -

17 > Montrer que (@1, ,@p, V1,0, U, 10,) est une famille libre.
Indication : on pourra utiliser les matrices de Vandermonde.

18 > Montrer que

T
Q(xla e 7‘T7l) = kagpk(‘xla e 7xn)2+
k=1

S (U a0+ Bylon, )’
k=1

s’écrit sous la forme q(zy, -+, 2n) = X271 Sivj2Tit; .

19 > Montrer que si P est a racines toutes réelles, alors ¢ : R® — R définie par
q(1, -+ xn) = X7 Sivj—2%iTj, est & valeurs positives.

On suppose a présent r < n et on écrit pour tout ¢ =1,--- ,s

U2 4+ 07 = 2Re()? — 2Tm ()%

20 > Montrer que les applications linéaires R — R suivantes sont R.-linéairement
indépendantes :

@1y 5 Pry Re(1/}1)7 Im(d”)v e ,Re(l/),;% Im(d)s)
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21 > Conclure que P est a racines toutes réelles si et seulement si ¢ est a valeurs positives

sur R™.
Indication : on pourra utiliser, sans justification, l’existence d’un vecteur
(x1,++ ,2n) € R™ qui annule toutes les formes linéaires de la question précédente

sauf une au choiz.

Suite multiplicative de Polya-Schur

Etant donnée une suite réelle (7,)nen, on considére Popérateur T' : R[X] — R[X]
défini par la formule
k=0 k=0
Une suite (7,)nen est dite multiplicative au sens de Polya-Schur si 'opérateur I" préserve

I’ensemble des polynomes a racines toutes réelles, i.e. si P a toutes ses racines réelles alors
['(P) aussi.

22 > Montrer que la suite définie par =, = n est multiplicative au sens de Polya-Schur.

23 > Montrer que si (V,)n>0 est multiplicative au sens de Polya-Schur alors pour tout
k>0, la suite (Y)nsk = (Y, Yet1, -+ ) Uest aussi.

Soit P(X) = ag + a1 X + -+ 4+ a, X" avec a, # 0. On suppose que P a toutes ses
racines réelles : on les note z; < x5 < -+ - < x,,. On rappelle que —”’Z’l =Y r_ T et on

admet que “Z—;Z = Yi<i<j<n TiT; de sorte que

n
2 _ 2 2
ap_y = 2a,a,-0 = a, »_ Tj.
k=1

24 > Soit (Yn)ns0 une suite non nulle, multiplicative au sens de Polya-Schur et on suppose
quil existe k > 0 tel que v, = 0 avec v,_1 # 0. Montrer que v;1; = 0 puis que
Ym = 0 pour tout m > k.
Indication : on pourra utiliser les expressions de T'((1+ X)) et T(XFH — Xk-1),
puis, pour m =k + 2, raisonner sur les racines de T'((1+ X)™).

25 > On suppose que la suite multiplicative (7,)n>0 ne s’annule jamais. Montrer alors
qu’elle est soit de signe constant, soit alternée.
Indication : on pourra utiliser encore expression de T'(X*+! — Xk=1),
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Théoréme de Polya-Schur

On considére a présent une suite (7,),>o strictement positive, i.e. 7, > 0 pour tout
n=0.
On suppose que (Y,)ns0 est multiplicative au sens de Polya-Schur.

26 > Montrer que Q,(X) = > oYk (Z)X k a toutes ses racines réelles et négatives.

Réciproquement supposons que Q.(X) = > 1, vk (Z)X ¥ a toutes ses racines réelles
négatives. On fait le changement de variable z = z/n, de sorte que

P = Byl

k
n n)z7

a toutes ses racines réelles et négatives.

27 > En utilisant le théoréme 1, montrer que (7,),>0 est multiplicative au sens de Polya-
Schur.

On suppose que (Y,)ns0 est multiplicative au sens de Polya-Schur.

28 > Montrer que (7,)nen est log-concave, i.e. 77 > Yr117s—1 pour tout k > 1.

29 > En déduire que la série entiere >,-07,2" a un rayon de convergence strictement
positif.

30 > En déduire que 3~ 242" a un rayon de convergence infini et peut s’obtenir comme
la limite uniforme sur tout intervalle fermé borné de R, de polynémes a racines
toutes réelles et négatives.

31 > Réciproquement montrer que si 3,50 Lr2"™ a un rayon de convergence infini et
peut s’obtenir comme la limite uniforme, sur tout intervalle fermé borné de R, de
polyndmes & racines toutes réelles et négatives, alors (v,)n>0 est multiplicative au
sens de Polya-Schur.

Indication : pour cette question, toute tentative de réponse, partielle ou purement
qualitative, sera considérée par le Jury.

FIN DU PROBLEME
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