Centrale Maths 2 PC 2021 — Enoncé 1/6

Mathématiques 2
PC

4 heures Calculatrice autorisée

2021

Dans tout ce sujet, I est un intervalle de R d’intérieur non vide et w est une fonction continue et strictement
positive de I dans R ; on dit que w est un poids sur 1.

Etant donnée une fonction continue f : I — R telle que fw est intégrable sur I, on cherche & approcher l'intégrale

f(z)w(z) dz par une expression de la forme

L(f) =Y Xf(xy),
=0

otn €N, (Ag, ..y A,) € R et 1y <z < <z, sont n+ 1 points distincts dans I.

Une telle expression I,,(f) est appelée formule de quadrature et on note
o) = [ flayola)do =3\ fiay)
T =0

Verreur de quadrature associée. On remarque que e est une forme linéaire sur ’espace vectoriel des fonctions f
de I dans R telles que fw est intégrable sur I.

On rappelle qu’un polynoéme est dit unitaire si son coefficient dominant est 1.
Etant donné un entier m € N, on note R,,[X] I'espace vectoriel des polynomes & coefficients réels de degré
inférieur ou égal & m. On dit qu’une formule de quadrature I,,(f) est ezacte sur R, [X] si,

VP eR, [X], e(P)=0,

ce qui signifie que, pour tout polynéme P de degré inférieur ou égal a m,

/P(x)w(x) do =3 AP(z,).
=0

T

Enfin, on appelle ordre d’une formule de quadrature I,(f) le plus grand entier m € N pour lequel la formule de

quadrature I, (f) est exacte sur R, [X].

Les parties II et III s’appuient sur la partie I et sont indépendantes entre elles.

I Généralités sur les formules de quadrature

I.LA — Ezxemples élémentaires
Dans cette sous-partie, on se place dans le cas I = [0,1] et Vo € I, w(z) = 1. On cherche donc & approcher

1
/f(z) dz lorsque f est une fonction continue de [0,1] dans R.
0
Q1 Déterminer l'ordre de la formule de quadrature I,(f) = f(0) et représenter graphiquement l’erreur
associée e(f).
Q2. Faire de méme avec la formule de quadrature I, (f) = f(1/2).
Q 3. Déterminer les coefficients Ay, A;, A, pour que la formule I,(f) = \gf(0) + A, f(1/2) + A, f(1) soit
exacte sur Ry[X]. Cette formule de quadrature est-elle d’ordre 2 7

I.B —  Construction de formules d’ordre quelconque
On revient au cas général.

Soit n € N. On considére n + 1 points distincts dans I, notés zy < z; < -+ < x,,, et une fonction continue f de
I dans R.
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R,[X] — R+
P = (P<z0)7P(I1)7“'7P<zn)

Q 5. Montrer que, pour tout ¢ € [0,n], il existe un unique polynome L; € R,[X] tel que

Q 4. Montrer que I'application linéaire ¢ :

) est un isomorphisme.

) JO sij#u,
vielal, Lw)-{} 370

Q 6. Montrer que (Ly, ..., L,,) est une base de R, [X].
Cette base est appelée base de Lagrange associée aux points (xg, ..., ,,).

Q7. On suppose que, pour tout k € N, = + zFw(z) est intégrable sur I. Montrer que la formule de

n

quadrature I,,(f) = » A;f(x;) est exacte sur R,[X] si, et seulement si,

Jj=0
vieonl, A= /Lj(z)w(x) da.
1
Q 8. On se place dans le cas I = [0,1] et Vo € I, w(z) = 1. Déterminer la base de Lagrange associée aux

points (0,1/2,1) et retrouver ainsi les coefficients de la formule de quadrature I,(f) de la question 3.
I.C - Noyau de Peano et évaluation de l’erreur

Dans cette sous-partie, on suppose que l'intervalle I est un segment : I = [a, b], avec a < b.

Pour tout entier naturel m, on considére la fonction ,, : R> — R définie par

. @t siz>t,
V(z,t) €R? g, (at) = {0 siw<t

On observe que ¢,, est continue si m > 1 et discontinue si m = 0.
n
On considére une formule de quadrature I, (f) = Z Aif(z;).
7=0

On note m € N l'ordre de cette formule et on cherche a évaluer I'erreur associée :

b
e(f) = / fayo(@)dz— 3 M f(;).
a JZO

On suppose que f est de classe €™ sur I.

Q9. A Taide de la formule de Taylor avec reste intégral, montrer que e(f) = e(R,,), ot R, est définie par

1
m!

b
/ @, (1) fm T () dt.

a

AES [ax b]v Rm(x) =

Q 10. En déduire que, sim > 1,
b

e(f) = = / Ko (0 (2 dt,

ot la fonction K, : [a,b] — R est définie par
b n
vt e [(l, b]x Km(t) = E(I = ‘Pm(zv t)) = /me(zv t)"”(*z) dz — Z /\ij(xjvt)'

a J=0

On pourra utiliser le résultat admis suivant : pour toute fonction continue g : [a,b]*> — R, on a

/b(/bg(z,t)dt) dx/l)(/bg(Lt)dI) dt.

a a a a

La fonction K, est appelée noyau de Peano associé a la formule de quadrature.
On admet que cette expression de e(f) reste valable pour m = 0.
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I1.D — Exemple : méthode des trapézes

Dans cette sous-partie, on suppose que I est un segment et Vo € I, w(z) = 1.

On se place d’abord dans le cas I = [0, 1] et on considére la formule de quadrature

9(0) +g(1)

I(9) = B )

qui est d’ordre m = 1 (on ne demande pas de le montrer).
Q 11.  Calculer le noyau de Peano associé t — K (t) et montrer que, pour toute fonction g de classe €2 de
[0,1] dans R, on a la majoration suivante de Perreur de quadrature associée :

le(9)] <

Su
i3 B 19" ()

On se place maintenant dans le cas d'un segment quelconque I = [a,b] (avec a < b), qu’on subdivise en n + 1
points ag, ..., a,, équidistants :

Vi e [0,n], a; = a+ih,

b—a
ol h = est le pas de la subdivision.

On considére alors la formule de quadrature

—a Z )+ f(at+1
n =0

appelée méthode des trapézes. L'erreur de quadrature associée est notée :

b
- / f@)da — T, (f).

Q 12.  Représenter graphiquement 7, (f).
Q 13.  On suppose que f est une fonction de classe €2 de [a,b] dans R. Montrer que

n—1

el =203 e,

i=0

ou e est I'erreur associée a la formule de quadrature I; étudiée a la question 11 et les g; : [0,1] — R sont des
fonctions & préciser.

Q 14. En déduire la majoration d’erreur

3
= cup |F().

12n2 w€e[a,b]

le, (N <

IT Polyn6mes orthogonaux et applications
Dans la suite, on note E I'ensemble des fonctions f continues de I dans R telles que f2w est intégrable sur I.
II.A - Etude d’un produit scalaire

Q 15. Montrer que, pour toutes fonctions f et g de E, le produit fgw est intégrable sur I.
On pourra utiliser I'inégalité V(a, b) € R?, |ab|] < §(a® + b%), aprés I'avoir justifiée.

Q 16. Montrer que E est un R-espace vectoriel.

Pour toutes fonctions f et g de E, on pose

(f.9) = /f(x)g(x)w(x) dz.
1

Q 17. Montrer qu’on définit ainsi un produit scalaire sur E.
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Dans la suite, on munit £ de ce produit scalaire et on note ||-| la norme associée.
II.B — Polynémes orthogonaur associés a un poids

On suppose que, pour tout entier k € N, la fonction = - zFw(z) est intégrable sur I. Cela entraine par linéarité
de 'intégrale que E contient toutes les fonctions polynomiales.
On admet qu’il existe une unique suite de polyndmes (p,,),cy telle que
(a) pour tout n € N, p,, est unitaire,
(b) pour tout n € N, deg(p,,) = n,
(¢) la famille (p,,),en est orthogonale pour le produit scalaire (-,-), autrement dit (p;,p;) = 0, pour
i#FjeN.
On dit que les (p,,) sont les polynomes orthogonauz associés au poids w.
On s’intéresse aux racines des polynomes p,,.
On rappelle que I désigne lintérieur de I, c’est-a-dire 'intervalle I privé de ses éventuelles extrémités.
On a done I = Ja,b], ot a = inf(I) € RU {—o00} et b =sup(I) € RU {+oc}.
Soit n € N*. On note z,,...,x;, les racines distinctes de p,, qui sont dans Iet my, ...,my, leurs multiplicités
respectives. On considére le polynéme

1 sim,; est impair
X) = X —z;)%, avece; = L S
a(X) [1:[1( )% avee s {0 si m; est pair.

Q 18.  En étudiant (p,,, g), montrer que p,, possede n racines distinctes dans I.
II.C — Applications : méthodes de quadrature de Gauss

Considérons une formule de quadrature

n

L) =Y N\if(zy),
=0
oun €N, Ag,....;\, ERet 5 <z < <z, sont n+ 1 points distincts dans 1.
On suppose que les coefficients (/\j)ogjgn sont choisis comme a la question 7 :

vie[on], A= /Lj(z)w(a:) dz,
T

ou (Lgy, ..., L,,) est la base de Lagrange associée aux points (z, ..., z,,) (définie dans la partie I).
Ainsi, la formule I,,(f) est d’ordre m > n. Nous allons montrer que dans ces conditions, il existe un seul choix
des points (z;)g<;<,, qui permet d’obtenir ordre m le plus élevé possible.

n
Q 19. En raisonnant avec le polynéme H(X — x;), mountrer que m < 2n + 1.

i=0
Q 20. Montrer que m = 2n + 1 si et seulement si les ; sont les racines de p,, ;.

II.D — Ezemple 1

On se place ici dans le cas on [ = [—1,1] et w(z) = 1.
On est donc bien dans les conditions d’application des résultats précédemment obtenus.
Q 21. Déterminer les quatre premiers polynémes orthogonaux (pg, py,Ps, P3) associés au poids w.

et les

Q 22. En déduire explicitement une formule de quadrature d’ordre 5 (on déterminera les points x i

coefficients A;).

II.LE — Ezemple 2

1
Vi—z?

Q 23.  Montrer que, pour tout entier k € N, la fonction 2 + zFw(x) est intégrable sur I.

Dans cette sous-partie, I = ]—1,1[ et w(z) =

Cela entraine que F contient toutes les fonctions polynomiales.
1,1 — R

Dans la suite, on consideére, pour tout entier n € N, la fonction @, : .
' x — cos(narccos(z))
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Q 24.  Calculer @y, Q; et pour tout n € N, exprimer simplement @,,,, en fonction de @Q,,,; et Q.

Q 25. En déduire que, pour tout n € N, @, est polynomiale et déterminer son degré et son coefficient
dominant.

Dans la suite, on notera également @Q,, le polynéme de R[X] qui coincide avec z - Q,,(x) sur [—1,1].

Q 26.  On note (p,,),cy la suite de polynémes orthogonaux associés au poids w. Montrer que

po = Qo,
1
Vn € N*v Pp = iﬁijn'
27.  Pour n € N, déterminer explicitement les points (z,)j<ic, de I telle que la formule de quadrature
j/0<gsn

I,(f)= Z A;f(z;) soit d’ordre maximal.
=0

IIT Accélération de la méthode des trapézes

On dit qu'une fonction S définie sur une partie de C est développable en série entiére au voisinage de 0 s'il existe

+oo
un disque ouvert D non vide de centre 0 et une suite complexe (v, ),y telle que Vz € D, S(z) = Z a, 2"
n=0

III.A — Nombres b,, et polynémes B,,

On considére une série entiere E «,z", de rayon de convergence R # 0 et avec oy = 1. On note S la somme
n=0
de cette série entiére sur son disque de convergence : pour tout z € C vérifiant |z| < R, on a

+oo
S(z) = Z a, 2"
n=0

Q 28.  Montrer qu'il existe un réel ¢ > 0 tel que Vn € N, |o,| < ¢".
1
Q 29. On suppose que 3 est développable en série entiere au voisinage de 0 et on note Z,an" son déve-

n=0
loppement. Calculer j3 et, pour tout n € N*, exprimer /3, en fonction de a, ..., o, 31, ..., 5,,_1-

En déduire que

vneN, |B,] < (29"

1
Q 30. Montrer que 3 est développable en série entiere au voisinage de 0.

Q 31.  En utilisant ce qui précede, montrer qu'il existe une unique suite complexe (b,,), o et un réel 7 > 0
tels que, pour tout z € C,

+a)b

z [
0<\z\<r:>ezil 7Zn!z .
n=0
Q 32.  En effectuant un produit de Cauchy, montrer que by = 1 et, pour tout entier n > 2,

n—1
S (1) -0
p=0 p

Q 33.  En déduire la valeur de by, by, by et by.

Q 34.  En utilisant un argument de parité, montrer que by, ; = 0 pour tout entier p > 1.
Dans la suite du probleme, on considere les polynoémes B,, définis par

vmeN, B,(z)= Z (Z) bk,

k=0

On remarque que chaque polyndme B,, est unitaire de degré m et que, pour tout m € N, B,,(0) = b,),.
Q 35. Déterminer By, By, By et Bj.
Q 36.  Montrer que, pour tout entier m > 2, B, (1) = b,,, puis que, pour tout entier m > 1, B:n =mB,,_;.
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II1.B — Développement asymptotique de l’erreur dans la méthode des trapézes

Dans cette sous-partie, on utilise les nombres b,, et les polynoémes B,, définis dans la sous-partie III.A pour
établir un développement asymptotique a tout ordre de I'erreur de quadrature associée a la méthode des trapezes
(déja étudiée dans la partie I), pour une fonction suffisamment réguliére.
Pour tout réel z, on note |z| sa partie enticre.
On fixe un entier n € N* et on considere une fonction g : [0,n] — R de classe €.
Q 37. Montrer que

n

/gm)dacznzM /B(Hsz(z

o k=0

Q 38. En déduire que pour tout entier m > 2,

n n

n 1 I m (_ 1\p—1 ' _1\ym )
/g(z)dz _ ; g(k) + g(k +1) i Zz (1) ! b, (gm—l)(n) _g(;pfl)(o)) + ( nll? /Bm(x — |z))g"™ (z) da
0 = P= 0

On considére maintenant une fonction f : [a,b] — R de classe € et la formule de quadrature déja étudiée a la
partie I :

T.(f) = Zf(a)+f(az+1

h—
(méthode des trapezes), on h = Cetvie [0,n—1], a; = a + ih.

Q 39. Montrer que, pour tout entier m > 1,

m
72p

b
/ J@)de =T,(5) =" 22 4 py,.(n),

ot les coefficients 7,,, sont donnés par

—a)?r
(b (2;)' b2p (f@P*l)(b) _ f(prl)(a))

et py,, (n) est un reste intégral vérifiant la majoration

Vop =

CQ m

[pam(m)] < 22

ou C,,, est une constante a préciser ne dépendant que de m, a et b.

On a donc établi, pour tout entier m > 1, le développement asymptotique

2 1
/f(* d”+ ) + vy + -t 2:7; +Onoioo (n‘l(m+1)) )

ot les coefficients v,,, sont indépendants de n.

e e o[Ne oo
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