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Théoreme de De Moivre-Laplace

Notations

Dans tout le probleme :

- Par convention 0° = 1.

- Siiet j sont des entiers naturels tels que ¢ < j, on note [i, j] 'ensemble des entiers
k tels que 1 < k < 7.

- a et b sont des réels tels que a < b.

- Si x est un réel, on définit :

lz] =max{k € Z, k <z} et [z]=min{keZ, <k}
- pestunréel de ]0,1[ et ¢ =1 —p.
- ( est la fonction de | — 1, +o00[ dans R définie par :

((z)=(z+1)In(z +1).

- ® est la fonction de R dans R définie par :

- (R, A, P) est un espace probabilisé.

- (Xn)nen+ est une suite de variables aléatoires définies sur (€2, A, P) telle que, pour
tout n € N*, X, suit la loi binomiale de parametres n et p, ce que 'on note
X, <= B(n,p).

Résultats préliminaires

1 > Rappeler la formule de Stirling. En déduire 1'existence d’une suite réelle (ey,)nen+
convergeant vers 0 telle que :

VneN*", nl= 27m(2>n(1+en).
e

2 > Soit A € R} et u € R. Démontrer que :
[ Az + | N Noo/\m et [Az+ p] ete Ax.

—+
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+o0
3 > Prouver que l'intégrale / ®(t)dt converge.

—00

4 > Démontrer que :
2

(z) = x+ 5 + o(z?).

z—0

Etude asymptotique d’une suite

Dans cette partie, si n € N* on note x, le nombre entier [np —q| et p, le réel
P(X,, = zp).

5 > Justifier que pj, est le plus grand élément de {P(X,, = k), k € [0,n]}.

6 > Vérifier que lim z, = +oco et lim (n—x,) = +oo.
n—+oo

3 n—-+4oo

Etablir alors :
nn pxn qnfzvn

~ .
n—+oo 27‘(‘ m%" (n — .’L'n)niz"

VNP 4Pn

7 > Montrer que, pour tout entier n > max {B, g} :
qa p

N Tn MN—Tn

n-prq

=g (£ ) —ngg (#£55)
xfln (n _ _,L.n)n—zn :

=€

8 > Montrer que la suite (/2P qpn), . COnVerge.

Convergence en loi

Dans toute la suite, pour tout n € N*, on note Y, = (X, —np) et on définit

1
vnpq
les réels 7, par la relation :

k—np
VkeZd, T, = .
s Ink \/m
9 > Soit n € N*. Déterminer la loi de Y, et vérifier que Y,, est une variable aléatoire
centrée réduite.

10 > Justifier 'existence d’un élément N € N* tel que :

<b-—a.

pour tout entier n > N, [a,b] C [Tp0, Tnn] €t N
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On définit les suites (k")nEN*’ (en)”eN* et (fn)”EN*7 de fonctions de R dans R de la
facon suivante : pour tout n € N*, pour tout t € R,

kn(t) = [Vapqt +np), en(t) = Ty o), fo(t) = VnDpqP(Yn = en(t)).

11 > Démontrer que pour tout n € N*, e, est une fonction en escalier croissante véri-

fiant :
1

\V1Pq

VteR, e,(t) <t <en(t)+

Démontrer que (en) converge simplement vers une fonction e que 1'on préci-

sera.

neN*

12 > Montrer que :
Tk (b)+1 b
/ B(t)dt — / o(1)dt,
T n—+oo Jq

Y Tn,kn (a)

puis vérifier que

Pleala) < Yo < eal®) = [ fuoyat

Tn,kn (a)
13 > Prouver que, pour tout n € N*, pour tout k € [0,n — 1] :

pqn? pr " 1+e,

F k(n—k) (kyF(nok )" P+ e)(l+en)’

f (Tn k)

olt (€n), .- est la suite définie a la question 1.
14 > Justifier que, pour tout ¢ € [a, b] :

pgn? 1+e,

1 et 1.
kn(t) (n — kn(t)) n—+oo (14 €, (1)) (1 + €p—p, (1)) nto0

15 > Montrer que pour tout m € N* et pour tout k£ € [0,n] tels que
max { /L, JZ 1 x |rul <1:

7”17(( Tn k) nQC(f %Tn,k) .

16 > Démontrer que :

pk”l( )q kn () +2
)

(kn(t))kn( ) (n kn(

(2

)”—kn (t) n—+oo
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17 > En conclure que :
Vi€ fa,bl, fult) = (1),

puis que :
b b
/a JalB)dt —— / (t)dt.

18 > Déduire de tout ce qui précede que :

b
Plen(a) < Yy < en(b)) —— / o(1)dt,

n—r-+00
puis que :
b
P(a <Y, <b) Pavnd) | (t)dt.
Applications

19 > Montrer que :
T 1
YT € RY, LT@(t)dt >1- .
+o00

puis en déduire la valeur de / O (t)dt.

—00

20 v Les suites (P(Y, <)), -
ciser les limites éventuelles.

et (P(Yn > a)), - sont-elles convergentes ? En pré-

Généralisation

Soit ¢ une fonction de R dans R, de classe C! et telle que ¢’ ne s’annule pas sur R.
Pour tout n € N*, on note Z,, = poY,.

21 > Montrer que, si p(R) = R, il existe une unique fonction ¥ continue sur R telle

que :

. B
pour tout («, 8) € Rz, sia< g, alors Pla<Z,<p) —— / U(t)dt,

n——+00 a
ou R désigne 'ensemble constitué des réels, de —oo et de +o0.
Que dire si 'on ne suppose plus p(R) =R ?

FIN DU PROBLEME
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