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❜❧>♠❛;✐D✉❡' ❝✐;>❡' ♣❧✉' ❤❛✉;✳ ▲❛ ❞>♠❛#❝❤❡ ❞❡ ♠♦❞>❧✐'❛;✐♦♥ '✉✐✈✐❡ ❞❛♥' ❝❡;;❡ >;✉❞❡ '❡ ❝♦♠♣♦'❡ '②♠❜♦❧✐D✉❡♠❡♥;

❞❡ ❞❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡' ✭✈♦✐# ❧❛ ✜❣✉#❡ ✸✮ ✿
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▲✬❡♥❥❡✉ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞+❧✐-❛.✐♦♥ ❡-. ❞❡ ♠✐♥✐♠✐-❡/ ❧❡- +❝❛/.- ❡♥./❡ ❧❡- ♣❡/❢♦/♠❛♥❝❡- ♠❡-✉/+❡- ❡. ❧❡- ♣❡/❢♦/♠❛♥❝❡-

-✐♠✉❧+❡-✳ ▲❛ ✈❛❧✐❞❛.✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞5❧❡ ❝♦♠♣♦/.❡♠❡♥.❛❧ ❛--✉/❡ ❧❛ ♣/♦①✐♠✐.+ ❡♥./❡ ❧❛ ♠❛7✉❡..❡ ❡. ❧❡ -②-.5♠❡ /+❡❧✳

❆✈❛♥. ❧✬✐♠♣❧❛♥.❛.✐♦♥ ❞❡- ❛❧❣♦/✐.❤♠❡- -✉/ ❧❡ -②-.5♠❡ /+❡❧✱ ✐❧ ❡-. ♥+❝❡--❛✐/❡ ❞✬❡♥✈✐-❛❣❡/ .♦✉- ❧❡- -❝+♥❛/✐♦- ♣♦--✐❜❧❡-

❡. ❞❡ ❧❡- -✐♠✉❧❡/ -✉/ ✉♥ ❡♥✈✐/♦♥♥❡♠❡♥. ✈✐/.✉❡❧ ✜❛❜❧❡✳ ▲❛ ❞+♠❛/❝❤❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛.✐♦♥ ❡-. ✐.+/❛.✐✈❡ ❡. ♣❧✉-✐❡✉/- ❛❧❧❡/-✲

/❡.♦✉/- ❡♥./❡ ❧❡- ❞♦♠❛✐♥❡- ❡①♣+/✐♠❡♥.❛✉① ❡. ✈✐/.✉❡❧- -♦♥. ♥+❝❡--❛✐/❡-✳ ▲✬+.✉❞❡ ♣/+-❡♥.+❡ ✐❝✐ /❡-.❡ ♣❛/.✐❡❧❧❡ ❡.

-✬✐♥.+/❡--❡ ♣/✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥. @ ❧✬+❧❛❜♦/❛.✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛7✉❡..❡ ✈✐/.✉❡❧❧❡✳

❋✐❣✉$❡ ✸ ✕ 3/#*❡♥1❛1✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞#♠❛/❝❤❡ ❞❡ ♠♦❞#❧✐*❛1✐♦♥

▲❡ -✉❥❡. -❡ ❞+❝♦♠♣♦-❡ ❡♥ 7✉❛./❡ ♣❛/.✐❡- ✿

✖ ❧❛ ♠♦❞+❧✐-❛.✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦/.❡♠❡♥. ❞②♥❛♠✐7✉❡ ❞✉ ❞/♦♥❡ ❀

✖ ❧❛ ♠♦❞+❧✐-❛.✐♦♥ ❞❡- ❛❝.✐♦♥- ♠+❝❛♥✐7✉❡- -✬❡①❡/D❛♥. -✉/ ❧❡ ❞/♦♥❡ ❀

✖ ❧✬✐❞❡♥.✐✜❝❛.✐♦♥ ❞❡- ❝♦❡✣❝✐❡♥.- ❤②❞/♦❞②♥❛♠✐7✉❡- ❀

✖ ❧✬❡-.✐♠❛.✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦/✐❡♥.❛.✐♦♥✱ ❧❛ ✈✐.❡--❡ ❡. ❧❛ ♣♦-✐.✐♦♥ ❞✉ ❞/♦♥❡✳

▼G♠❡ -✐ ❝❡/.❛✐♥❡- ♣❛/.✐❡- ♣❡✉✈❡♥. G./❡ ./❛✐.+❡- -+♣❛/+♠❡♥.✱ ✐❧ ❡-. ♣/+❢+/❛❜❧❡ ❞❡ -✉✐✈/❡ ❧✬♦/❞/❡ ❞❡ 7✉❡-.✐♦♥✲

♥❡♠❡♥. ♣/♦♣♦-+✳

✷
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✷ ▼♦❞#❧✐&❛(✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦.(❡♠❡♥( ❞②♥❛♠✐1✉❡ ❞✉ ✈#❤✐❝✉❧❡

❈❡""❡ ♣❛%"✐❡ ❡'" ❝♦♥'❛❝%+❡ , ❧❛ ♠♦❞+❧✐'❛"✐♦♥ ♠+❝❛♥✐0✉❡ ❞✬✉♥ ❞%♦♥❡ '♦✉'✲♠❛%✐♥ ❛✉"♦♥♦♠❡✳ ▲❡' +0✉❛"✐♦♥' ❞✉

♠♦❞6❧❡ ❞+❝%✐✈❡♥" ❧❡ ❝♦♠♣♦%"❡♠❡♥" ❞✉ ❞%♦♥❡ ❞❛♥' ❧✬❡'♣❛❝❡ ❡" %❡❧✐❡♥" ❞♦♥❝ ❧❡' ✻ ❞❡❣%+' ❞❡ ❧✐❜❡%"+✳ ❈❡""❡ ♣❛%"✐❡

❛❜♦%❞❡ ♣❧✉'✐❡✉%' ❛'♣❡❝"' ❞✐'"✐♥❝"' 0✉✐ '♦♥" ✿

✖ ❧❛ ❝✐♥+♠❛"✐0✉❡ ❞✉ ✈+❤✐❝✉❧❡ ❀

✖ ❧❡ ❝♦♠♣♦%"❡♠❡♥" ❞②♥❛♠✐0✉❡ ❞✉ ✈+❤✐❝✉❧❡ ❀

✖ ❧❡' ❛❝"✐♦♥' ♠+❝❛♥✐0✉❡' ❡①"+%✐❡✉%❡' ❛✉ ✈+❤✐❝✉❧❡✳

✷✳✶ ❉!✜♥✐%✐♦♥' ❞❡' *!❢!*❡♥%✐❡❧' ✜①❡ ❡% ♠♦❜✐❧❡

❆✜♥ ❞✬+"✉❞✐❡% ❧❡' ♠♦✉✈❡♠❡♥"' ❞✉ ❞%♦♥❡✱ ✐❧ ❡'" ✐♠♣♦%"❛♥" ❞❡ ❞+✜♥✐% ❞✐✛+%❡♥"' %+❢+%❡♥"✐❡❧'✳ ▲❡' ♥♦"❛"✐♦♥'

❡" ❧❛ ❞❡'❝%✐♣"✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦'✐"✐♦♥ ❡" ❞❡ ❧✬♦%✐❡♥"❛"✐♦♥ ❞✉ ❞%♦♥❡ '♦♥" ✐''✉❡' ❞❡ ❧❛ ♥♦%♠❡ +"❛❜❧✐❡ ♣❛% ❧❛ ❙✳◆✳❆✳▼✳❊

✭❙♦❝✐❡%② ♦❢ ◆❛✈❛❧ ❆-❝❤✐%❡❝%/ ❛♥❞ ▼❛-✐♥❡ ❊♥❣✐♥❡❡-/ ✮ ❡♥ ✶✾✺✵✳

❖♥ ❞+✜♥✐" ❧❡ %❡♣6%❡ R0(O, ~x0, ~y0, ~z0) ✜①❡ ♣❛% %❛♣♣♦%" , ❧❛ "❡%%❡✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧❧✉'"%+ '✉% ❧❛ ✜❣✉%❡ ✹✱ ❝❡ %❡♣6%❡ R0

❡'" ✉♥ %❡♣6%❡ ❣❛❧✐❧+❡♥ "❡❧ 0✉❡ ✿

✖ ❖ '♦✐" ❧❡ ♣♦✐♥" ❞❡ ❞+♣❛%" ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥" ❀

✖ ~x0 '♦✐" ❧✬❛①❡ ❧♦♥❣✐"✉❞✐♥❛❧ ♦%✐❡♥"+ ✈❡%' ❧❡ ◆♦%❞ ❣+♦❣%❛♣❤✐0✉❡ ❀

✖ ~y0 '♦✐" ❧✬❛①❡ "%❛♥'✈❡%'❛❧ ♦%✐❡♥"+ ✈❡%' ❧✬❊'" ❀

✖ ~z0 '♦✐" ❧✬❛①❡ ❞✐%✐❣+ ✈❡%' ❧❡ ❝❡♥"%❡ ❞❡ ❧❛ "❡%%❡✳

❋✐❣✉$❡ ✹ ✕ ❉#✜♥✐'✐♦♥ ❞❡+ ,❡♣.,❡+ ✜①❡ ❡' ♠♦❜✐❧❡

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝❛%6♥❡ ❧❛ ♣❛%"✐❡ ✐♠♠❡%❣+❡ ❞✬✉♥ ✈❛✐''❡❛✉✳ ▲❡ ♣♦✐♥" ❈ ❞+'✐❣♥❡ ❧❡ ❝❡♥"%❡ ❞❡ ❝❛%6♥❡✱ ❝✬❡'"✲,✲❞✐%❡ ❧❡

❝❡♥"%❡ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞✬❡❛✉ ❞+♣❧❛❝+ ♣❛% ❧❡ ❞%♦♥❡✳ R♦✉% ♥♦"%❡ +"✉❞❡ ❞❡ ❝❛'✱ ❧❡ ♣♦✐♥" ❈ ❡'" , ❧✬✐♥"❡%'❡❝"✐♦♥ ❞❡' ♣❧❛♥'

❞❡ '②♠+"%✐❡' ❣+♦♠+"%✐0✉❡' ❞✉ '②'"6♠❡ ❀ ✐❧ ❡'" +❣❛❧❡♠❡♥" ❧✬♦%✐❣✐♥❡ ❞✉ %❡♣6%❡ ♠♦❜✐❧❡✳

❈♦♠♠❡ ✐❧❧✉'"%+ '✉% ❧❛ ✜❣✉%❡ ✹✱ ♦♥ ❞+✜♥✐" ❧❡ %❡♣6%❡ ♠♦❜✐❧❡ R1(C, ~x1, ~y1, ~z1) ❧✐+ ❛✉ ✈+❤✐❝✉❧❡ ❡♥ ♣♦'✐"✐♦♥ ❞❡ %❡♣♦'
♣❛% ✿

✖ ❈ ❧❡ ❝❡♥"%❡ ❞❡ ❝❛%6♥❡ ❞✉ ✈+❤✐❝✉❧❡ ❀

✖ ~x1 ❧✬❛①❡ ❧♦♥❣✐"✉❞✐♥❛❧ ♦%✐❡♥"+ ✈❡%' ❧❡ '❡♥' ❞✬❛✈❛♥❝❡♠❡♥" ❀

✖ ~y1 ❧✬❛①❡ "%❛♥'✈❡%'❛❧ ♦%✐❡♥"+ ✈❡%' ❧❡ '❡♥' ❞✉ ❣❧✐''❡♠❡♥" , ❞%♦✐"❡ ❀

✖ ~z1 ❧✬❛①❡ ❞✐%✐❣+ ✈❡%' ❧❛ ❞❡'❝❡♥"❡ ❡♥ ♣%♦❢♦♥❞❡✉%✳

❆✜♥ ❞❡ ♣♦'✐"✐♦♥♥❡% ❞❛♥' ❧✬❡'♣❛❝❡ ❧❡ %❡♣6%❡ ♠♦❜✐❧❡ ♣❛% %❛♣♣♦%" ❛✉ %❡♣6%❡ ✜①❡✱ '✐① ♣❛%❛♠6"%❡' '♦♥" ❞+✜♥✐' ❞❡ ❧❛

❢❛S♦♥ '✉✐✈❛♥"❡ ✭❡" ✐❧❧✉'"%+' '✉% ❧❡' ✜❣✉%❡' ✺✱ ✻ ❡" ✼✮ ✿

✖ ✸ ♣❛%❛♠6"%❡' ❧✐♥+❛✐%❡' x✱ y ❡" z %❡♣%+'❡♥"❛♥" ❧❡' ❝♦♦%❞♦♥♥+❡' ❞✉ ✈❡❝"❡✉% ♣♦'✐"✐♦♥
−−→
OC ❞❛♥' ❧❡ %❡♣6%❡

✜①❡ R0 −−→
OC = x.~x0 + y.~y0 + z.~z0

✖ ✸ ♣❛%❛♠6"%❡' ❛♥❣✉❧❛✐%❡' ϕ✱ θ ❡" ψ %❡♣%+'❡♥"❛♥" ❧✬♦%✐❡♥"❛"✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛'❡ ♠♦❜✐❧❡ B1 = (~x1, ~y1, ~z1) ♣❛%
%❛♣♣♦%" , ❧❛ ❜❛'❡ ✜①❡ B0 = (~x0, ~y0, ~z0)✳ ❈❡' ❛♥❣❧❡' ϕ✱ θ ❡" ψ '♦♥" ♥♦♠♠+' %❡'♣❡❝"✐✈❡♠❡♥" %♦✉❧✐'✱

"❛♥❣❛❣❡ ❡" ❧❛❝❡"✳

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ P01 ❧❛ ♠❛"%✐❝❡ ❞❡ ♣❛''❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛'❡ B0 , ❧❛ ❜❛'❡ B1 ✿

B0
P01−−→ B1

▲❛ ♠❛"%✐❝❡ P01 ❡'" ❞+✜♥✐❡ ♣❛% ❧❡ ♣%♦❞✉✐" ♠❛"%✐❝✐❡❧ ❞❡' "%♦✐' ♠❛"%✐❝❡' ❞❡ ♣❛''❛❣❡ ❧✐+❡' ❛✉① ❛♥❣❧❡' ❞❡ %♦✉❧✐'✱ ❞❡

"❛♥❣❛❣❡ ❡" ❞❡ ❧❛❝❡" '❡❧♦♥ ✿

B0
(ψ,~z0)
−−−−→ (~x2, ~y2, ~z0)

(θ,~y2)
−−−−→ (~x1, ~y2, ~z3)

(ϕ,~x1)
−−−−→ B1

P01 = Pψ.Pθ.Pϕ

✸
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❋✐❣✉$❡ ✺ ✕ ❉#✜♥✐'✐♦♥ ❞✉ ❧❛❝❡' ✲ ❱✉❡ ❞❡ ❞❡11✉1

❋✐❣✉$❡ ✻ ✕ ❉#✜♥✐'✐♦♥ ❞✉ '❛♥❣❛❣❡ ✲ ❱✉❡ ❞❡ ❝4'#

❋✐❣✉$❡ ✼ ✕ ❉#✜♥✐'✐♦♥ ❞✉ 6♦✉❧✐1 ✲ ❱✉❡ ❞❡ ❢❛❝❡

◗✷✳ ❉!"❡$♠✐♥❡$ ❧✬❡①♣$❡,,✐♦♥ ❞❡, ✈❡❝"❡✉$, ~x0 ❡" ~y0 ❞❛♥, ❧❛ ❜❛,❡ (~x2, ~y2, ~z0)✱ ♣✉✐, ❞♦♥♥❡$ ❧❛ ♠❛"$✐❝❡ ❞❡
$♦"❛"✐♦♥ Pψ ❡①♣$✐♠!❡ ❞❛♥, ❧❛ ❜❛,❡ (~x2, ~y2, ~z0)✳

◗✸✳ ❉!"❡$♠✐♥❡$ ❧❡, ♠❛"$✐❝❡, ❞❡ $♦"❛"✐♦♥, Pθ ❡" Pϕ✳ ▲❛ ♠❛"$✐❝❡ Pθ ,❡$❛ ❡①♣$✐♠!❡ ❞❛♥, ❧❛ ❜❛,❡ (~x1, ~y2, ~z3)
❡" ❧❛ ♠❛"$✐❝❡ Pϕ ,❡$❛ ❡①♣$✐♠!❡ ❞❛♥, ❧❛ ❜❛,❡ B1✳

▲❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥' ❞✉ ✈)❤✐❝✉❧❡ ♣❛0 0❛♣♣♦0' ❛✉ 0)❢)0❡♥'✐❡❧ R0 ❡2' ❞)✜♥✐ ♣❛0 ❧❡ '♦02❡✉0 ❝✐♥)♠❛'✐4✉❡ 2✉✐✈❛♥' ✿

{

V1/0

}

=

{ −−→
Ω10

−−−−→
V10(C)

}

C

=















p u

q v

r w















C,B1

❆✜♥ ❞❡ ❢❛❝✐❧✐'❡0 ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥✉♠)0✐4✉❡✱ ♦♥ ✉'✐❧✐2❡ ✉♥❡ 2❡❝♦♥❞❡ ♥♦'❛'✐♦♥ ❢❛✐2❛♥' ✐♥'❡0✈❡♥✐0 ❞❡2 ✈❡❝'❡✉02 ❞✬)'❛'✳ ❈❡2

✈❡❝'❡✉02 ❞✬)'❛' ❞)❝0✐✈❛♥' ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥' 2♦♥' ✿

✖ ▲❡ ✈❡❝'❡✉0 η = [x, y, z, ϕ, θ, ψ]
t
= [η1, η2]

t
4✉✐ 0❡♣0)2❡♥'❡ ❧❛ ♣♦2✐'✐♦♥ ❡' ❧✬♦0✐❡♥'❛'✐♦♥ ❞✉ ✈)❤✐❝✉❧❡ ❞❛♥2

❧❡ 0❡♣<0❡ '❡00❡2'0❡ ✜①❡ R0✱ ❛✈❡❝ η1 = [x, y, z]
t
❧❡ ✈❡❝'❡✉0 ♣♦2✐'✐♦♥ ❡' η2 = [ϕ, θ, ψ]

t
❧❡ ✈❡❝'❡✉0 ❛''✐'✉❞❡ ❀

✖ ▲❡ ✈❡❝'❡✉0 ν = [u, v, w, p, q, r]
t
= [ν1, ν2]

t
4✉✐ 0❡♣0)2❡♥'❡ ❧❛ ✈✐'❡22❡ ❧✐♥)❛✐0❡

−−−−→
V10(C) ❡' ❧❛ ✈✐'❡22❡ ❛♥❣✉❧❛✐0❡

−−→
Ω10 ❞❛♥2 ❧❡ 0❡♣<0❡ ♠♦❜✐❧❡ R1✳

✖ ▲❡2 ✈✐'❡22❡2 u✱ v ❡' w 2♦♥' ❛♣♣❡❧)❡2 0❡2♣❡❝'✐✈❡♠❡♥' ❧❛ ✈✐'❡22❡ ❧♦♥❣✐'✉❞✐♥❛❧❡ ✭♦✉ ✈✐'❡22❡ ❞✬❛✈❛♥❝❡✮✱

❧❛ ✈✐'❡22❡ '0❛♥2✈❡02❛❧❡ ✭♦✉ ❞)0✐✈❡✮ ❡' ❧❛ ✈✐'❡22❡ ❞❡ ♣✐❧♦♥♥❡♠❡♥'✳ ❖♥ ♥♦'❡ ν1 = [u, v, w]
t
❧❡ ✈❡❝'❡✉0

✈✐'❡22❡ ❧✐♥)❛✐0❡ ❧♦❝❛❧✳

✖ ▲❡2 ✈✐'❡22❡2 ❛♥❣✉❧❛✐0❡2 p✱ q ❡' r 2♦♥' ❛♣♣❡❧)❡2 0❡2♣❡❝'✐✈❡♠❡♥' ❧❡2 ✈✐'❡22❡2 ❞❡ 0♦✉❧✐2✱ '❛♥❣❛❣❡ ❡' ❧❛❝❡'✳

❖♥ ♥♦'❡ ν2 = [p, q, r]
t
❧❡ ✈❡❝'❡✉0 ✈✐'❡22❡ ❛♥❣✉❧❛✐0❡ ❧♦❝❛❧✳

◆♦"❛ ✿ ❧✬♦♣!$❛"❡✉$

t
❡," ❧✬♦♣!$❛"❡✉$ "$❛♥,♣♦,!✳

❖♥ ♠♦♥'0❡ 4✉✬✐❧ ❡2' ♣♦22✐❜❧❡ ❞✬)❝0✐0❡ ❞❡✉① 0❡❧❛'✐♦♥2 ❡♥'0❡ ❧❡2 ✈❡❝'❡✉02 ❞✬)'❛' ❞❡ ♣♦2✐'✐♦♥ ❡' ❞❡ ✈✐'❡22❡ '❡❧❧❡2

4✉❡ ✿

dη1

dt
= η̇1 = P1(ϕ, θ, ψ).ν1 = P1(η2).ν1

dη2

dt
= η̇2 = P2(ϕ, θ, ψ).ν2 = P2(η2).ν2

✹
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◗✹✳ ❉!"❡$♠✐♥❡$ ❧✬❡①♣$❡,,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐"❡,,❡

−−−−→
V10(C) ❡♥ ❢♦♥❝"✐♦♥ ❞❡, ♣❛$❛♠3"$❡, η1✳ ❊♥ ❞!❞✉✐$❡ ❧✬❡①♣$❡,,✐♦♥ ❞❡

❧❛ ♠❛"$✐❝❡ P1 (η2) ❞❛♥, ❧❛ ❜❛,❡ B1✳

▲✬❡①♣%❡&&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛.%✐❝❡ ❞❡ ♣❛&&❛❣❡ P2 ❞❛♥& ❧❛ ❜❛&❡ B1 ❡&. ❞♦♥♥2❡ ♣❛% ✿

P2(η2) =









1 sin(ϕ).tan(θ) cos(ϕ).tan(θ)

0 cos(ϕ) −sin(ϕ)
0 sin(ϕ)/cos(θ) cos(ϕ)/cos(θ)









❆✜♥ ❞❡ &✐♠♣❧✐✜❡% ❧❛ ♠♦❞2❧✐&❛.✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦%.❡♠❡♥. ❞②♥❛♠✐8✉❡✱ ♥♦✉& ❝♦♥&✐❞2%♦♥& ♥♦♥ ♣❧✉& ✉♥ ♣%♦❜❧:♠❡ ❣❧♦❜❛❧

❞❛♥& ❧✬❡&♣❛❝❡ ❞❡& &✐① ❞❡❣%2& ❞❡ ❧✐❜❡%.2 ♠❛✐& ❞❡✉① &♦✉&✲♣%♦❜❧:♠❡& ❞✐✛2%❡♥.& ✿

✖ ❧❡ ❝♦♠♣♦%.❡♠❡♥. ❡♥ ♣❧♦♥❣2❡ ❀

✖ ❧❡ ♠❛✐♥.✐❡♥ ❞❡ ❝❛♣✳

▲✬2.✉❞❡ ❞✉ ♠❛✐♥.✐❡♥ ❞❡ ❝❛♣ ✐♠♣♦&❡ ✉♥❡ ♣%♦❢♦♥❞❡✉% ❞✬✐♠♠❡%&✐♦♥ ❝♦♥&.❛♥.❡ h ❡. ✉♥❡ ❛..✐.✉❞❡ ❞✉ ❞%♦♥❡ ❧❡ ❣❛%❞❛♥.
.♦✉❥♦✉%& ❞❛♥& ✉♥ ♣❧❛♥ ♣❛%❛❧❧:❧❡ ❛✉ ♣❧❛♥ (0, ~x0, ~y0)✳ ❙❛ ✈✐.❡&&❡ ❞❛♥& ❧❛ ❞✐%❡❝.✐♦♥ ❞✬❛✈❛♥❝❡ ~x1 ❡&. ❝♦♥&✐❞2%2❡ ❝♦♠♠❡
❝♦♥&.❛♥.❡ ❡. 2❣❛❧❡ D V ✳

◗✺✳ ❉!"❡$♠✐♥❡$ ❛❧♦$, ❧❛ ❢♦$♠❡ ❞❡, ❞❡✉① ✈❡❝"❡✉$, ❞✬!"❛" η ❡" ν ❝❛$❛❝"!$✐,❛♥" ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥" ❡♥ ♠❛✐♥"✐❡♥ ❞❡
❝❛♣✱ ❛✐♥,✐ 9✉❡ ❧❡ ,②,"3♠❡ ❞✬!9✉❛"✐♦♥ $❡❧✐❛♥" ❧❡, ♣❛$❛♠3"$❡, ❞❡ ♣♦,✐"✐♦♥ ❡" ❞❡ ✈✐"❡,,❡ ❧♦❝❛❧❡✳

E♦✉% ❧❡ %❡&.❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞2❧✐&❛.✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦%.❡♠❡♥. ❞②♥❛♠✐8✉❡ ❞✉ ✈2❤✐❝✉❧❡✱ ♥♦✉& ♣%✐✈✐❧2❣✐❡%♦♥& ❧❡ ♣%♦❜❧:♠❡

❞2❝♦✉♣❧2 ❞❛♥& ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❧❛ ♣❧♦♥❣2❡✳ ◆♦✉& ❛✈♦♥& ❜❡&♦✐♥ ❞❡ ❝♦♥&✐❞2%❡% ❛❧♦%& ❧❡& ✈❛%✐❛❜❧❡& &✉✐✈❛♥.❡& ✿

✖ x✱ ❧❛ ♣♦&✐.✐♦♥ ❤♦%✐③♦♥.❛❧❡ ❞✉ ✈2❤✐❝✉❧❡ ❀

✖ z✱ &❛ ♣%♦❢♦♥❞❡✉% ❀

✖ θ✱ &♦♥ ❛♥❣❧❡ ❞❡ .❛♥❣❛❣❡ ❀

✖ u✱ &❛ ✈✐.❡&&❡ ❞✬❛✈❛♥❝❡♠❡♥. ❀

✖ w✱ &❛ ✈✐.❡&&❡ ❞❡ ❞❡&❝❡♥.❡ ❀

✖ q✱ &❛ ✈✐.❡&&❡ ❞❡ .❛♥❣❛❣❡✳

❚♦✉& ❧❡& ❛✉.%❡& ♣❛%❛♠:.%❡& &❡%♦♥. ❝♦♥&✐❞2%2& ❝♦♥&.❛♥.& ❡. ♥✉❧&✳ ▲❡& ✈❡❝.❡✉%& ❞✬2.❛. η ❡. ν &♦♥. ❞♦♥❝ %❡&♣❡❝.✐✲

✈❡♠❡♥. %2❞✉✐.& D [x, z, θ] ❡. [u,w, q]✳

✷✳✷ ❉!✜♥✐%✐♦♥ ❞❡) ❝❛,❛❝%!,✐)%✐-✉❡) ✐♥❡,%✐❡❧❧❡)

❆✈❛♥. .♦✉. ❝❤♦✐① ❛%❝❤✐.❡❝.✉%❛❧✱ ✉♥ ❝❛❤✐❡% ❞❡& ❝❤❛%❣❡& ❛✉8✉❡❧ ❧❡ ❞%♦♥❡ ❞♦✐. %2♣♦♥❞%❡ ❡&. ✜①2 ✿

✖ ✐❧ ❞♦✐. J.%❡ .%❛♥&♣♦%.❛❜❧❡ ♣❛% ❞❡✉① ♣❡%&♦♥♥❡& ❀

✖ ✐❧ ❞♦✐. ❛✈♦✐% ❥✉&8✉✬D ✷✵ ❤❡✉%❡& ❞✬❛✉.♦♥♦♠✐❡ ❀

✖ &❛ ♠❛✐♥.❡♥❛♥❝❡ ❡. &❛ %2❝✉♣2%❛.✐♦♥ ❞♦✐✈❡♥. J.%❡ ❢❛❝✐❧✐.2❡& ❀

✖ ✐❧ ❞♦✐. J.%❡ ♠❛♥✐❛❜❧❡ D ❤❛✉.❡ ❡. ❜❛&&❡ ✈✐.❡&&❡ ✭✈✐.❡&&❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡ ❞❡ 1, 5 m.s−1
❡. ✈✐.❡&&❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡

2, 5 m.s−1
✮ ❀

✖ ✐❧ ❞♦✐. ♥❛✈✐❣✉❡% ❥✉&8✉✬D ✷✵✵ ♠:.%❡& ❞❡ ♣%♦❢♦♥❞❡✉%✳

❈❡& ❝%✐.:%❡& ❞2❜♦✉❝❤❡♥. &✉% 8✉❡❧8✉❡& ❝❛%❛❝.2%✐&.✐8✉❡& ❞✉ ❞%♦♥❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣.✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❣♥2❡✱ ❧❛ ♠❛&&❡

♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ✼✵ ❦❣✱ ❧❛ ❢♦%♠❡ ❝②❧✐♥❞%✐8✉❡ ❛❧❧♦♥❣2❡ ✭✷✵✵ ❝♠ ❞❡ ❧♦♥❣ ♣♦✉% ✉♥ ❞✐❛♠:.%❡ ❞❡ ✷✷ ❝♠✮✱ ❡. 2❣❛❧❡♠❡♥.

&✉% ❧❡ ❢❛✐. 8✉✬✉♥❡ ❢♦✐& ♠✐& D ❧✬❡❛✉ ❡. &❛♥& ♣%♦♣✉❧&✐♦♥✱ ❧❡ ❞%♦♥❡ ❞♦✐. %❡&.❡% ❞❛♥& ❧❛ ♣♦&✐.✐♦♥ &.❛❜❧❡✱ 8✉✐ &✬♦❜.✐❡♥.

♣♦✉% ❧❡& ❛♥❣❧❡& θ ❡. ϕ ♥✉❧&✳ ❖♥ %❛♣♣❡❧❧❡ 8✉❡ ❧❡ ❝❡♥.%❡ ❞❡ ♠❛&&❡ ● ❞✉ &②&.:♠❡ ❝♦%%❡&♣♦♥❞ ❛✉ ❜❛%②❝❡♥.%❡ ❞❡&

♣❛%.✐❝✉❧❡& ❝♦♠♣♦&❛♥. ❧❡ &②&.:♠❡ ♣♦♥❞2%2❡& ♣❛% ❧❡✉%& ♠❛&&❡&✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ m ❧❛ ♠❛&&❡ ❞✉ ✈2❤✐❝✉❧❡ ❡. ● &♦♥

❝❡♥.%❡ ❞❡ ♠❛&&❡ .❡❧ 8✉❡ ✿ −−→
CG = XG.~x1 + YG.~y1 + ZG.~z1

◗✻✳ ❆✜♥ ❞❡ ❢❛❝✐❧✐"❡$ ❧❛ $!❝✉♣!$❛"✐♦♥ ❞✉ ❞$♦♥❡✱ ✐❧ ❡," ♥!❝❡,,❛✐$❡ 9✉❡ ,❛♥, ❛♣♣♦$" ❞✬!♥❡$❣✐❡ ❧❡ ❞$♦♥❡ $❡♠♦♥"❡

> ❧❛ ,✉$❢❛❝❡✳ ❈❡""❡ ❡①✐❣❡♥❝❡ ❡,"✲❡❧❧❡ ✈!$✐✜!❡ ❄ ❱♦✉, ❥✉,"✐✜❡$❡③ ❜✐❡♥ ✈♦"$❡ ❞!♠❛$❝❤❡ ❞❡ $❛✐,♦♥♥❡♠❡♥"✳

◗✼✳ ❆✜♥ ❞✬❛,,✉$❡$ ❧❛ ,"❛❜✐❧✐"! ❞❡ ❧✬❡♥❣✐♥ ❧♦$,9✉✬✐❧ ❡," ❛✉ $❡♣♦,✱ ❞!"❡$♠✐♥❡$ ❧❡, ❝♦♥❞✐"✐♦♥, 9✉❡ ❞♦✐" ✈!$✐✜❡$

❧❛ ♣♦,✐"✐♦♥ ❞✉ ❝❡♥"$❡ ❞❡ ❣$❛✈✐"! ♣❛$ $❛♣♣♦$" ❛✉ ❝❡♥"$❡ ❞❡ ❝❛$3♥❡ ✭✈♦✉, ♣♦✉$$❡③ ✈♦✉, ❛♣♣✉②❡$ ,✉$ ✉♥

,❝❤!♠❛✮✳

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ I(G) ❧❛ ♠❛.%✐❝❡ ❞✬✐♥❡%.✐❡ ❞2✜♥✐❡ ❛✉ ❝❡♥.%❡ ❞❡ ♠❛&&❡ ● ❞✉ ✈2❤✐❝✉❧❡✳ ❈❡..❡ ♠❛.%✐❝❡ &✬❡①♣%✐♠❡

❞❛♥& ❧❛ ❜❛&❡ ♠♦❜✐❧❡ (~x1, ~y1, ~z1) ♣❛% ✿

I(G) =









Ixx −Ixy −Ixz
−Ixy Iyy −Iyz
−Ixz −Iyz Izz









❛✈❡❝ Ixx✱ Iyy ❡. Izz ❧❡& ♠♦♠❡♥.& ❞✬✐♥❡%.✐❡ ❡. Ixy✱ Iyz ❡. Ixz ❧❡& ♣%♦❞✉✐.& ❞✬✐♥❡%.✐❡✳

◗✽✳ ▲✬♦♣!$❛"❡✉$ ❞✬✐♥❡$"✐❡ ♣❡✉"✲✐❧ ,❡ ,✐♠♣❧✐✜❡$ ❛✉ ❝❡♥"$❡ ❞❡ ❣$❛✈✐"! ● ❄ ❙✐ ♦✉✐✱ ❞♦♥♥❡$ ❧❛ ❢♦$♠❡ ❞❡ ,❛ ♠❛"$✐❝❡✳

✺
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 ❛" ❧❛ $✉✐'❡✱ ♣♦✉" $✐♠♣❧✐✜❡" ❧✬/'✉❞❡ ♥♦✉$ ♣♦$♦♥$ ✿

−−→
CG = ZG.~z1

◗✾✳ ❈❛❧❝✉❧❡&

−−−−→
V10(G)✱ ❧❛ ✈✐*❡++❡ ❛✉ ♣♦✐♥* ● ❞✉ ❞&♦♥❡ ❞❛♥+ +♦♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥* ♣❛& &❛♣♣♦&* ❛✉ &❡♣2&❡ ✜①❡✱ ❡♥

❢♦♥❝*✐♦♥ ❞❡+ ♣❛&❛♠2*&❡+ u✱ w✱ q ❡* ZG✳

◗✶✵✳ ▼♦♥*&❡& 8✉❡

−−−−→
Γ10(G)✱ ❧✬❛❝❝:❧:&❛*✐♦♥ ❛✉ ♣♦✐♥* ● ❞✉ ❞&♦♥❡ ❞❛♥+ +♦♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥* ♣❛& &❛♣♣♦&* ❛✉ &❡♣2&❡

✜①❡✱ ♣❡✉* +✬:❝&✐&❡ +♦✉+ ❧❛ ❢♦&♠❡ ✿

−−−−→
Γ10(G) =

(

du

dt
+Aγ .

dq

dt
+Bγ .q.w

)

~x1 +

(

dw

dt
+ Cγ .q.u+Dγ .q

2

)

~z1

Aγ ✱ Bγ ✱ Cγ ❡* Dγ +♦♥* < ❡①♣&✐♠❡& ❡♥ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞❡+ ❞♦♥♥:❡+ ❞✉ ♣&♦❜❧2♠❡✳

◗✶✶✳ ▼♦♥*&❡& 8✉❡

−−−−→
δ10(C)✱ ❧❡ ♠♦♠❡♥* ❞②♥❛♠✐8✉❡ ❛✉ ♣♦✐♥* ❈ ❞✉ ❞&♦♥❡ ❞❛♥+ +♦♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥* ♣❛& &❛♣♣♦&* ❛✉

&❡♣2&❡ ✜①❡✱ ♣❡✉* +✬:❝&✐&❡ +♦✉+ ❧❛ ❢♦&♠❡ ✿

−−−−→
δ10(C) =

(

Aδ.
dq

dt
+Bδ.

du

dt
+ Cδ.q.w

)

~y1

Aδ✱ Bδ ❡* Cδ +♦♥* < ❡①♣&✐♠❡& ❡♥ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞❡+ ❞♦♥♥:❡+ ❞✉ ♣&♦❜❧2♠❡✳

▲❡ ✈❡❝'❡✉" ❞✬/'❛' ν✱ "/❞✉✐' ❛✉ ✈❡❝'❡✉" [u,w, q]✱ ❡①♣"✐♠❡ ❞❛♥$ ❧❡ "❡♣7"❡ ❧♦❝❛❧ ❧✬/✈♦❧✉'✐♦♥ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥'
❞✬✐♠♠❡"$✐♦♥✳ ➚ ♣❛"'✐" ❞✉ ♣"✐♥❝✐♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥'❛❧ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐<✉❡✱ ✐❧ ❡$' ♣♦$$✐❜❧❡ ❞✬/❝"✐"❡ ❧❡ $②$'7♠❡ ❞✬/<✉❛'✐♦♥$

❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥' $♦✉$ ❧❛ ❢♦"♠❡ ✿

Mv.ν̇ + Cv(ν).ν = fext

✖ fext "❡♣"/$❡♥'❡ ❧❡$ ❛❝'✐♦♥$ ♠/❝❛♥✐<✉❡$ ❡①'/"✐❡✉"❡$ ❛✉ $②$'7♠❡ $✬❛♣♣❧✐<✉❛♥' ❛✉ ❝❡♥'"❡ ❞❡ ❝❛"7♥❡ ❈ ❀

✖ Mv ❞/$✐❣♥❡ ✉♥❡ ♠❛'"✐❝❡ "❡♣"/$❡♥'❛♥' ❧✬✐♥❡"'✐❡ ❞✉ ✈/❤✐❝✉❧❡ ❀

✖ Cv(ν) ❞/$✐❣♥❡ ✉♥❡ ♠❛'"✐❝❡ "❡♣"/$❡♥'❛♥' ❞❡$ ❢♦"❝❡$ ✐♥❡"'✐❡❧❧❡$ ❞✉ "/❢/"❡♥'✐❡❧ ♠♦❜✐❧❡✳

◗✶✷✳ ❉:*❡&♠✐♥❡& ❧❡+ ❡①♣&❡++✐♦♥+ ❞❡ Mv ❡* ❞❡ Cv(ν) < ♣❛&*✐& ❞❡+ :8✉❛*✐♦♥+ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐8✉❡ ❞✉ ✈:❤✐❝✉❧❡ ❡♥
❢♦♥❝*✐♦♥ ❞❡ m✱ Aγ ✱ Bγ ✱ Cγ ✱ Dγ ✱ Aδ✱ Bδ ❡* Cδ ❞❛♥+ ❧❡ ❝❛+ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥* ❞✬✐♠♠❡&+✐♦♥✳ ◗✉❡❧❧❡+ +♦♥*
❧❡+ ♣&♦♣&✐:*:+ ✈:&✐✜:❡+ ♣❛& ❧❡+ ♠❛*&✐❝❡+ Mv ❡* Cv(ν) ❄

❆✜♥ ❞❡ $❛'✐$❢❛✐"❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦"'❡♠❡♥' ❞✉ ❞"♦♥❡✱ ✐❧ ❡$' ✐♠♣♦"'❛♥' ❞❡ ♠♦❞/❧✐$❡" ❧✬❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡$ ❛❝'✐♦♥$

♠/❝❛♥✐<✉❡$ ❡①'/"✐❡✉"❡$ fext ✱ ❝❡ <✉✐ ❡$' ❧✬♦❜❥❡' ❞❡ ❧❛ ♣❛"'✐❡ ✸✳

✻
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✸ ▼♦❞#❧✐&❛(✐♦♥ ❞❡& ❛❝(✐♦♥& ♠#❝❛♥✐-✉❡& &✬❡①❡12❛♥( &✉1 ❧❡ ❞1♦♥❡

◆♦✉# ❝♦♥#✐❞()♦♥# ❧❡ ❞)♦♥❡ ❡♥,✐-)❡♠❡♥, ✐♠♠❡)❣(✳ ▲❡# ❛❝,✐♦♥# ♠(❝❛♥✐3✉❡# #✬❡①❡)6❛♥, #✉) ❧❡ #②#,-♠❡ #♦♥, ❧❡

♣♦✐❞# ❡, ❧❡# ❛❝,✐♦♥# #✉)❢❛❝✐3✉❡# ❞❡ ❧✬❡❛✉✳ ❆✜♥ ❞❡ #✐♠♣❧✐✜❡) ❝❡,,❡ (,✉❞❡✱ ♥♦✉# ❝❧❛##✐✜♦♥# ❧❡# ❛❝,✐♦♥# ♠(❝❛♥✐3✉❡#

❞❡ ❧❛ ❢❛6♦♥ #✉✐✈❛♥,❡ ✿

✖ ❧❡# ❛❝,✐♦♥# ♠(❝❛♥✐3✉❡# ❞❡ ❧❛ ❣)❛✈✐,( ❡, ❞❡ ❧❛ ✢♦,,❛❜✐❧✐,( ♥♦,(❡# {Fs} ❀
✖ ❧❡# ❛❝,✐♦♥# ♠(❝❛♥✐3✉❡# ❤②❞)♦❞②♥❛♠✐3✉❡# ♥♦,(❡# {Fh}✭✈♦✐) ❧❛ ✜❣✉)❡ ✽✮ ❀
✖ ❧❡# ❛❝,✐♦♥# ♠(❝❛♥✐3✉❡# ❞✉❡# G ❧❛ ♣)♦♣✉❧#✐♦♥ ❡, G ❧❛ ❣♦✉✈❡)♥❡ ♥♦,(❡# )❡#♣❡❝,✐✈❡♠❡♥, {Fm} ❡, {Fg}✭✈♦✐)

❧❛ ✜❣✉)❡ ✽✮ ❀

✖ ❧❡# ❛❝,✐♦♥# ♠(❝❛♥✐3✉❡# ❞✉❡# ❛✉① ♣❡),✉)❜❛,✐♦♥# ♥♦,(❡# {Fp}✳

❋✐❣✉$❡ ✽ ✕ ■♥✈❡♥&❛✐)❡ ♣❛)&✐❡❧ ❞❡- ❛❝&✐♦♥- ♠1❝❛♥✐2✉❡-

✸✳✶ ❍②♣♦$❤&'❡' ❡$ ♣❡)$✉)❜❛$✐♦♥' {Fp}

▲✬❡♥✈✐)♦♥♥❡♠❡♥, #♦✉#✲♠❛)✐♥ ✐♥,)♦❞✉✐, ❞❡# ❡✛❡,# ♣❡),✉)❜❛,❡✉)# ❞❡ ♥❛,✉)❡ ✿

✖ ♥♦♥✲❛❞❞✐&✐✈❡✱ ♣❛) ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛,✐♦♥ ❞❡# ❝♦❡✣❝✐❡♥,# ❤②❞)♦❞②♥❛♠✐3✉❡# ❧✐(# ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ♠❛)✐♥ ❝♦♠♠❡ ❧❛

✈❛)✐❛,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛##❡ ✈♦❧✉♠✐3✉❡ ❀

✖ ❛❞❞✐&✐✈❡✱ ♣❛) ❧✬❛❝,✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥, ♦✉ ❞✬✉♥❡ ❢♦)❝❡ #✉♣♣❧(♠❡♥,❛✐)❡ #✉) ❧❛ ❞②♥❛♠✐3✉❡ ✐♥✐,✐❛❧❡ ❞✉ ❞)♦♥❡✳

❈✬❡#, ❧❡ ❝❛# ❞❡# ❝♦✉)❛♥,# ♠❛)✐♥# ♣❛) ❡①❡♠♣❧❡✳

▲❛ ♠❛##❡ ✈♦❧✉♠✐3✉❡ ρ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❞❡ ♠❡) ❞(♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ #❛❧✐♥✐,(✱ ❞❡ ❧❛ ,❡♠♣()❛,✉)❡ ❡, ❞❡ ❧❛ ♣)❡##✐♦♥ ❛✉ ♣♦✐♥,
❝♦♥#✐❞()(✳ L♦✉) #✐♠♣❧✐✜❡) ♥♦,)❡ (,✉❞❡✱ ♥♦✉# ❝♦♥#✐❞()♦♥# ❧❛ ♠❛##❡ ✈♦❧✉♠✐3✉❡ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❞❡ ♠❡) ❝♦♠♠❡ ❤♦♠♦❣-♥❡

❡, ✐❞❡♥,✐3✉❡ G ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡❛✉ G ✷✵➦❈✳

▲❡# ❝♦✉)❛♥,# ♠❛)✐♥# )(#✉❧,❡♥, ❞✬✉♥ ❝❡),❛✐♥ ♥♦♠❜)❡ ❞❡ ❢❛❝,❡✉)# ✭❣)❛❞✐❡♥, ❞❡ ,❡♠♣()❛,✉)❡ ❞❡ ❧✬❡❛✉✱ ❧❡# ♠❛)(❡#✱

❧❡# ✈❡♥,#✱ ✳✳✳✮✳ ■❧# #♦♥, ❛✉##✐ ✐♥✢✉❡♥❝(# ♣❛) ❧❡# ❝P,❡# ❡, ❧❛ ,♦♣♦❣)❛♣❤✐❡ ❞❡# ❢♦♥❞# ♠❛)✐♥#✳ L❛) ❧❛ #✉✐,❡ ♥♦✉#

❝♦♥#✐❞()♦♥# 3✉❡ ❧✬❡❛✉ ❞❡ ♠❡) #✬(❝♦✉❧❡ ❛✉,♦✉) ❞❡ ❧✬❡♥❣✐♥ ♣❛) ❧❛ #❡✉❧❡ ❛❝,✐♦♥ ❞❡ #♦♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥,✳

❚♦✉,❡# ❧❡# ❝♦♥❞✐,✐♦♥# ❡①,()✐❡✉)❡# ♠♦❞✐✜❛♥, ❧❡# ❤②♣♦,❤-#❡# ❞✬(,✉❞❡# #❡)♦♥, ❞♦♥❝ ♣)✐#❡# ❡♥ ❝♦♠♣,❡ G ,)❛✈❡)# ✉♥❡

♣❡),✉)❜❛,✐♦♥ {Fp} ♥♦♥ ❝♦♥♥✉❡✳
▲❛ )(#✉❧,❛♥,❡ ❞❡# ❛❝,✐♦♥# ♠(❝❛♥✐3✉❡# ❡①,()✐❡✉)❡# ❡#, ❞♦♥❝ ❧❡ ,♦)#❡✉) {Fext} ♠♦❞(❧✐#❛♥, ❧❡# ❛❝,✐♦♥# ♠(❝❛✲

♥✐3✉❡# ❡①,()✐❡✉)❡# ❛✉ ❝❡♥,)❡ ❞❡ ❝❛)-♥❡ ❈ ✿

{Fext} = {Fs}+ {Fh}+ {Fm}+ {Fg}+ {Fp}

✸✳✷ ❆❝&✐♦♥* ♠,❝❛♥✐.✉❡* ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❧❛ ❝♦.✉❡

◆♦✉# ❝♦♥#✐❞()♦♥# 3✉❡ ❧✬❡♥❣✐♥ ❡#, ,♦,❛❧❡♠❡♥, ✐♠♠❡)❣( ❡, 3✉✬✐❧ #❡ ❞(♣❧❛❝❡ ❡♥ ,)❛♥#❧❛,✐♦♥ )❡❝,✐❧✐❣♥❡ #✉✐✈❛♥, ❧❛

❞✐)❡❝,✐♦♥ ~x1 ❞❛♥# ❧✬❡❛✉ ❛✉ )❡♣♦#✳ ▲❛ ✈✐,❡##❡ ❞✉ ❞)♦♥❡ ❡#, #❛ ✈✐,❡##❡ ❞✬❛✈❛♥❝❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡ ❝✬❡#,✲G✲❞✐)❡ ✉♥❡ ✈✐,❡##❡
❞❡ 1, 5 m.s−1

✭✸ ♥S✉❞# ❡♥✈✐)♦♥✮✳ ❖♥ )❛♣♣❡❧❧❡ 3✉❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉) ❞❡ ❧✬❡♥❣✐♥ ❡#, ❞❡ 2 m ❡, 3✉✬✐❧ ❛ ✉♥ ❞✐❛♠-,)❡ ❞❡

22 cm✳ ▲❛ ✈✐#❝♦#✐,( µ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❞❡ ♠❡) ❞❛♥# ❧❡# ❝♦♥❞✐,✐♦♥# ❞❡ ❧✬(❝♦✉❧❡♠❡♥, ❡#, ❞❡ 1, 1 10−3Pa.s✳ ▲❛ ❝(❧()✐,(
❞✉ #♦♥ ❞❛♥# ❧✬❡❛✉ ❡#, ❞✬❡♥✈✐)♦♥ 1500 m.s−1

✳

◗✶✸✳ ▲✬+❝♦✉❧❡♠❡♥& ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❛✉&♦✉0 ❞✉ ❞0♦♥❡ 1❡ ❞+♣❧❛3❛♥& 4 ✈✐&❡11❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡ 1❡0❛✲&✲✐❧ ✐♥❝♦♠♣0❡11✐❜❧❡ ❄ 70+❝✐1❡0

❛❧♦01 ❧❛ ❢♦0♠❡ ❞❡ ❧✬+9✉❛&✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥1❡0✈❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛11❡✳
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◗✶✹✳ ❉!"❡$♠✐♥❡$ ❧❡ ♥♦♠❜$❡ ❞❡ ❘❡②♥♦❧❞. Re $❡❧❛"✐❢ 1 ❝❡" !❝♦✉❧❡♠❡♥"✳ ◗✉❡❧ ❡." ❧❡ $!❣✐♠❡ ❞✬!❝♦✉❧❡♠❡♥" ❞✉
✢✉✐❞❡ ❄

▲❛ ♣#❡%%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❡①❡#❝❡ %✉# ❧❛ ❝♦/✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥❣✐♥ ❞❡% ❛❝1✐♦♥% ♠3❝❛♥✐/✉❡%✳ ❖♥ ❞3❝♦✉♣❡ ❝❡11❡ ✐♥1❡#❛❝1✐♦♥ ❛✉

♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ %✉#❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♥1❛❝1 ✢✉✐❞❡ %♦❧✐❞❡ ❡♥ 1#♦✐% ♣❤3♥♦♠:♥❡% ✿

✖ ❧❛ ✢♦11❛❜✐❧✐13

~Fh0 ✭❛✉ #❡♣♦%✱ ❡❧❧❡ ❝♦##❡%♣♦♥❞ @ ❧❛ ♣♦✉%%3❡ ❞✬❆#❝❤✐♠:❞❡✮ ❀

✖ ❧✬❛❝1✐♦♥ ♠3❝❛♥✐/✉❡ ✐♥❡#1✐❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛%%❡ ❞✬❡❛✉ ❞3♣❧❛❝3❡

~Fh1 ❀
✖ ❧❡ ❢#♦11❡♠❡♥1 ❤②❞#♦❞②♥❛♠✐/✉❡

~Fh2✳
■❧ ❡%1 ♣♦%%✐❜❧❡ ❞❡ ♠♦❞3❧✐%❡# ❝❡% ❛❝1✐♦♥% ♠3❝❛♥✐/✉❡% ❧♦❝❛❧❡♠❡♥1 ❡♥ ❧❛ %♦♠♠❡ ❞❡ 1#♦✐% ❣❧✐%%❡✉#% ❛✉ ♣♦✐♥1 M
❛♣♣❛#1❡♥❛♥1 @ ❧❛ %✉#❢❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦/✉❡ ❝♦♠♠❡ %✉✐1 ✿

d~Fh = −p.~ndS = d~Fh0 + d~Fh1 + d~Fh2

❆✜♥ ❞❡ ♣#♦♣♦%❡# ✉♥ ♠♦❞:❧❡ ❞❡% ❞✐✛3#❡♥1% ♣❤3♥♦♠:♥❡%✱ ♥♦✉% 31✉❞✐♦♥% ❧✬3❝♦✉❧❡♠❡♥1 ❞✬❡❛✉ ❛✉1♦✉# ❞❡ ❧❛

❝♦/✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥❣✐♥✳ H♦✉# ❝❡❧❛✱ ♥♦✉% 31❛❜❧✐%%♦♥% ❧❡ ❜✐❧❛♥ ❞❡ ❧❛ /✉❛♥1✐13 ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥1 ❞✬✉♥ ✢✉✐❞❡ ♥❡✇1♦♥✐❡♥ %✉#

✉♥ ✈♦❧✉♠❡ D ❞♦♥1 ❧❡ ❜♦#❞ ❡%1 ♥♦13 ∂D ✿

−
∫

∂D

p.~ndS =

∫

D

∂ρ~ue
∂t

dV +

∫

∂D

ρ (~ue.~n) ~uedS −
∫

D

ρ~gdV −
∫

D

µ∆~uedV

◗✶✺✳ ❉!"❡$♠✐♥❡$ 1 ♣❛$"✐$ ❞✉ ❜✐❧❛♥ ❞❡ ❧❛ ;✉❛♥"✐"! ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥" ❧✬❡①♣$❡..✐♦♥ ❞❡. "$♦✐. ❢♦$❝❡. !❧!♠❡♥"❛✐$❡.

d~Fh0✱ d~Fh1 ❡" d~Fh2✳ ❈❡. ❢♦$❝❡. ♣❡✉✈❡♥" ❛✈♦✐$ ✉♥❡ ❝♦♥"$✐❜✉"✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐;✉❡ dV ❡"✴♦✉ .✉$❢❛❝✐;✉❡ dS✳
▲❡ 1❡#♠❡ ❤②❞#♦%1❛1✐/✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣#❡%%✐♦♥ ❡♥1#❛J♥❡ ✉♥❡ ❢♦#❝❡ ❞❡ ♣♦✉%%3❡ ✈❡#1✐❝❛❧❡ ❝♦##❡%♣♦♥❞❛♥1 @ ❧✬♦♣♣♦%3 ❞✉

♣♦✐❞% ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞✬❡❛✉ ❞3♣❧❛❝3✳ ❈❡11❡ ❢♦#❝❡ ❞❡ ✢♦11❛❜✐❧✐13 %✬❡①❡#❝❡ ❛✉ ❝❡♥1#❡ ❞❡ ❝❛#:♥❡ ❈ 1❛♥❞✐% /✉❡ ❧❡ ♣♦✐❞%

%✬❡①❡#❝❡ ❛✉ ♣♦✐♥1 ●✳ ❖♥ ♣♦✉##❛ ❝♦♥%✐❞3#❡# /✉❡ ❧❛ ♠❛%%❡ ❞✬❡❛✉ ❞3♣❧❛❝3❡ ❡%1 3❣❛❧❡ @ ❧❛ ♠❛%%❡ ❞❡ ❧✬❡♥❣✐♥ m✳

◗✶✻✳ ❉!"❡$♠✐♥❡$ ❧❡ "♦$.❡✉$ ❞❡. ❛❝"✐♦♥. ♠!❝❛♥✐;✉❡. $!.✉❧"❛♥" ❞✉ ♣♦✐❞. ❡" ❞❡ ❧❛ ✢♦""❛❜✐❧✐"! ❞❡ ❧✬❡♥❣✐♥ ❛✉ ♣♦✐♥"

❈✳ ❊♥ ❞!❞✉✐$❡ ❛❧♦$. ❧❡ "♦$.❡✉$ {Fs} ❡①♣$✐♠! ❛✉ ♣♦✐♥" ❈✳
❆✜♥ ❞✬♦❜1❡♥✐# ❧❡% ❡✛❡1% ❞✬✐♥❡#1✐❡ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❞3♣❧❛❝3❡ ♣❛# ❧✬❡♥❣✐♥✱ ♥♦✉% ✐♥13❣#♦♥% ❧✬3/✉❛1✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ %✉✐✈❛♥1❡

❛%%♦❝✐3❡ @ ❧❛ ♣#❡%%✐♦♥ p1 ✿

ρ.
∂Φ

∂t
+
ρ

2

−−→
grad (Φ)

2
+ p1 = C(t)

❈❡11❡ 3/✉❛1✐♦♥ ❡%1 ✈❛❧❛❜❧❡ %✉# ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❝♦✉#❛♥1 ❡1 ❧❡ ♣♦1❡♥1✐❡❧ Φ ❡%1 ❞3✜♥✐ ♣❛# ~ue =
−−→
grad (Φ)✳

◗✶✼✳ ❈✐"❡$ ❧❡. ❞✐✛!$❡♥"❡. ❤②♣♦"❤D.❡. ♣❡$♠❡""❛♥" ❞✬!❝$✐$❡ ❝❡""❡ !;✉❛"✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ 1 ♣❛$"✐$ ❞✉ ❜✐❧❛♥ ❞❡ ❧❛ ;✉❛♥"✐"!

❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥" .✉$ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✬❡❛✉ D✳
▲✬✐♥13❣#❛1✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①♣#❡%%✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡% ❛❝1✐♦♥% ♠3❝❛♥✐/✉❡% ♣❡#♠❡1 ❞❡ ♠♦❞3❧✐%❡# ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥1 ❧❡ ♣#❡♠✐❡#

1♦#%❡✉# ❤②❞#♦❞②♥❛♠✐/✉❡ {~Fh1} #3❞✉✐1 ❛✉ ♣♦✐♥1 ❈✳ ➚ ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡1 ♣♦✉# ♥♦1#❡ ❝❛% ❞✬✐♠♠❡#%✐♦♥✱

❧❡% ❝♦❡✣❝✐❡♥1% ❝❛❧❝✉❧3% ❡♥ ❢♦♥❝1✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛%%❡ ❞✬❡❛✉ me %♦♥1 ✿

{~Fh1} =















−0, 1.me.u̇+me.(w.q) 0

0 −me

(

5.L3
−4R3

60.L

)

q̇ + 0, 9.me.w.u

−me.ẇ + 0, 1.me(u.q) 0















C,B1

▲❡% ❡✛❡1% ❞❡ ❧❛ ✈✐%❝♦%✐13 %✉# ❧❛ ❝♦/✉❡ ♣#♦❞✉✐%❡♥1 ✉♥❡ ❢♦#❝❡ ❞❡ ♣♦#1❛♥❝❡ ❡1 ✉♥❡ ❢♦#❝❡ ❞❡ 1#❛J♥3❡✳ ▲❡ ♣❤3♥♦♠:♥❡

❞❡ ✈✐%❝♦%✐13 ❡%1 ♠♦❞3❧✐%3✱ ❞❛♥% ❧❡ ❝❛% ❞✬✐♠♠❡#%✐♦♥✱ ♣❛# ❧❡ 1♦#%❡✉# {~Fh2} %✉✐✈❛♥1 ✿

{~Fh2} =















− (Cu + Cuu |u|)u 0

0 − (Cq + Cqq |q|) q
− (Cw + Cww |w|)w 0















C,B1

◗✶✽✳ ❏✉."✐✜❡$ ❧❛ ❢♦$♠❡ ❞❡. ❢$♦""❡♠❡♥". ✈✐.;✉❡✉① {~Fh2}✳
◆♦"❛ ✿ ▲❛ $❡❝❤❡$❝❤❡ ❞❡. ❝♦❡✣❝✐❡♥". ❞✬❛♠♦$"✐..❡♠❡♥" ❞❡ ♣♦$"❛♥❝❡ ❡" ❞❡ "$❛K♥!❡ ❡." $!❛❧✐.!❡ ♣❛$ ✐❞❡♥"✐✜❝❛"✐♦♥

❞✉ ❝♦♠♣♦$"❡♠❡♥"✳ ▲❛ ♣❛$"✐❡ ✹ "$❛✐"❡ ❞❡ ❝❡ .✉❥❡"✳
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✸✳✸ ❆❝$✐♦♥( ♠*❝❛♥✐,✉❡( ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✭♣2♦♣✉❧(✐♦♥ ❡$ ❣♦✉✈❡2♥❡✮

❉❡" ♣❛❧❡" ❢♦(♠❛♥+ ✉♥❡ ❤.❧✐❝❡ "♦♥+ ✜①.❡" "✉( ✉♥ ❛(❜(❡ ❡♥ (♦+❛+✐♦♥ ❡+ ♣❡(♠❡++❡♥+ ❞❡ ❣.♥.(❡( ✉♥❡ ❢♦(❝❡ ❞❡

♣♦✉"".❡ "❡❧♦♥ ❧❛ ❞✐(❡❝+✐♦♥ ~x1✳ ❯♥❡ ❛♣♣(♦①✐♠❛+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦(❝❡ ❞❡ ♣♦✉"".❡ ❛✐♥"✐ 8✉❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ (."✐"+❛♥+ ❣.♥.(.
❡"+ ❢❛✐+❡ ❡♥ "✉♣♣♦"❛♥+ 8✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉+ .❝(✐(❡ ✿

{Propulsion} =















Fm Tm

0 0

0 0















C,B1

❛✈❡❝

Fm = Pu

(

un

ωm

)

ω2
m Tm = Pp

(

un

ωm

)

ω2
m

♦< ωm ❡"+ ❧❛ ✈✐+❡""❡ ❞❡ (♦+❛+✐♦♥ ❞✉ ♠♦+❡✉( ❞❡ ❧✬❤.❧✐❝❡ ❡+ un ❧❛ ✈✐+❡""❡ ❞✬❛✈❛♥❝❡ ❞✉ ❞(♦♥❡✳

❈♦♠♠❡ ✐❧❧✉"+(. "✉( ❧❛ ✜❣✉(❡ ✾✱ ❧❛ ❣♦✉✈❡(♥❡ ❡"+ ❝♦♠♣♦".❡ ❞❡ 8✉❛+(❡ ❛✐❧❡(♦♥" ♠♦❜✐❧❡" ♣♦✉✈❛♥+ +♦✉(♥❡( ❞✬✉♥

❛♥❣❧❡ δi ❛✉+♦✉( ❞❡ ❧✬❛①❡
(

Hi,~bi

)

✳ ❈❡" ❛✐❧❡(♦♥" ❢♦(♠❡♥+ ❞♦♥❝ 8✉❛+(❡ "✉(❢❛❝❡" ♣(."❡♥+❛♥+ ✉♥ ❛♥❣❧❡ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡

αi ❛✈❡❝ ❧✬.❝♦✉❧❡♠❡♥+ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❞❡ ♠❡( ❛✉+♦✉( ❞❡ ❧❛ ❝♦8✉❡ ❞✉ ❞(♦♥❡✳

❋✐❣✉$❡ ✾ ✕ ❆#❝❤✐'❡❝'✉#❡ ❞❡+ ❣♦✉✈❡#♥❡+

▲✬❛❝+✐♦♥ ♠.❝❛♥✐8✉❡ ❞❡ ❧✬❡❛✉ "✉( ❧❛ ❣♦✉✈❡(♥❡ ❡"+ ♠♦❞.❧✐".❡ ♣❛( ✉♥ ❣❧✐""❡✉( ❛✉ ♣♦✐♥+ Hi ❡+ ❞♦♥+ ❝❤❛8✉❡

❝♦♠♣♦"❛♥+❡ ❞❛♥" ❧❛ ❜❛"❡

(

~x1,~bi,~ci

)

❡"+ ✉♥❡ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞.♣❡♥❞❛♥+ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ αi ✿

{Gouvernei} =

{

−FD (αi) ~x1 − FL (αi)~ci
~0

}

Hi

❙♦✐+ ❍ ✉♥ ♣♦✐♥+ ❞❡ ❧✬❛①❡ (C, ~x1) +❡❧ 8✉❡
−−→
HC = l~x1✳ ▲❡" ♣♦✐♥+" Hi "♦♥+ (❡♣.(." C ♣❛(+✐( ❞✉ ♣♦✐♥+ ❍ ♣❛(

−−→
HHi = R~bi✳

◗✶✾✳ ❉!"❡$♠✐♥❡$ ❧❡) ❝♦♠♣♦)❛♥"❡) ❞❡ ❧❛ ❢♦$❝❡ ❡" ❞✉ ♠♦♠❡♥" ❡♥ ❈ ❞❡ ❧✬❛❝"✐♦♥ ♠!❝❛♥✐3✉❡ ❞❡ ❧✬❡❛✉ )✉$ ❧❛

❣♦✉✈❡$♥❡ ✵ ❡" )✉$ ❧❛ ❣♦✉✈❡$♥❡ ✶ ❞❛♥) ❧❛ ❜❛)❡

(

~x1,~b0,~b1

)

❡♥ ❢♦♥❝"✐♦♥ ❞❡ FD(α0)✱ FL(α0)✱ FD(α1)✱

FL(α1) ❡" ❞❡ R✳

❖♥ "✉♣♣♦"❡ 8✉❡ ❧❡ ❞(♦♥❡ "❡ ❞.♣❧❛❝❡ ❡♥ +(❛♥"❧❛+✐♦♥ (❡❝+✐❧✐❣♥❡ ✉♥✐❢♦(♠❡ ❞❛♥" ❧❛ ♠E♠❡ ❞✐(❡❝+✐♦♥ 8✉❡ ❧❡ ◆♦(❞

❡+ C ✉♥❡ ♣(♦❢♦♥❞❡✉( ✜①.❡✳ ■❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥ .❧.♠❡♥+ ♣♦✉✈❛♥+ ♣❡(+✉(❜❡( ❧❡ ❝♦♠♣♦(+❡♠❡♥+ ❞✉ ❞(♦♥❡✳

◗✷✵✳ ❉!"❡$♠✐♥❡$ ❧❡ "♦$)❡✉$ ❞❡) ❛❝"✐♦♥) ♠!❝❛♥✐3✉❡) ❣❧♦❜❛❧❡) ❞❡ ❧✬❡❛✉ )✉$ ❧❡) ❣♦✉✈❡$♥❡) ❛✉ ♣♦✐♥" ❈ )✐ ❧✬❛♥❣❧❡

❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ α ❡)" ✐❞❡♥"✐3✉❡ ♣♦✉$ ❧❡) 3✉❛"$❡ ❣♦✉✈❡$♥❡)✳ ◗✉❡❧ ❡)" ❧❡ $<❧❡ ❞❡) ❢♦$❝❡) ❞❡ ♣♦$"❛♥❝❡ )✉$ ❧❡
❝♦♠♣♦$"❡♠❡♥" ❞②♥❛♠✐3✉❡ ❞✉ ❞$♦♥❡ ❄

◗✷✶✳ ❆✜♥ ❞❡ ❣❛$❞❡$ ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥" ❞❛♥) ❧❡ ♣❧❛♥ (~x1, ~z1)✱ ❞!"❡$♠✐♥❡$ ❧❡) ✸ $❡❧❛"✐♦♥) 3✉❡ ❞♦✐✈❡♥" ✈!$✐✜❡$ ❧❡)
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✈❛"✐❛♥❝❡ ❞❡9 ✈❛❧❡✉"9 ❞✉ )❛❜❧❡❛✉✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐)6 ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞♦✐) :)"❡ ❧✐♥6❛✐"❡ ❡♥ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ )❛✐❧❧❡

❞✉ )❛❜❧❡❛✉ ❚✳

❖♥ (❛♣♣❡❧❧❡ =✉✬5 ❝❤❛=✉❡ ✈❛❧❡✉( ❞❡ ✈❤✷ ❝♦((❡#♣♦♥❞ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉( ❞❡ ❢❤✷✳

◗✸✶✳ ❊♥ ✉)✐❧✐9❛♥) ❧❛ ❢♦♥❝)✐♦♥ ✈❛"✐❛♥❝❡✱ 6❝"✐"❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝)✐♦♥ ♣♦✐❞9✭❚✱✐✮ ♣"❡♥❛♥) ❡♥ ❛"❣✉♠❡♥) ❞✬❡♥)"6❡ ✉♥ )❛❜❧❡❛✉

❚ ❡) ✉♥ ❡♥)✐❡" ✐✳ ▲❡ )❛❜❧❡❛✉ ❚ ❡9) ❞✉ ♠:♠❡ ❢♦"♠❛) ;✉❡ ❧❡ )❛❜❧❡❛✉ ❢❤✷✳ ▲❛ ❢♦♥❝)✐♦♥ "❡♥✈♦✐❡ ✉♥ ✢♦))❛♥)

"❡♣"69❡♥)❛♥) ❧❡ ♣♦✐❞9 wi ❞❡ ❧❛ ♠❡9✉"❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ✐✳

◗✸✷✳ ▲❡ ♣"♦❜❧@♠❡ ❧♦❝❛❧ ❡9) 6;✉✐✈❛❧❡♥) ❛✉ 9②9)@♠❡ ❧✐♥6❛✐"❡ A.x = b✳ ❊①♣❧✐❝✐)❡" ❧❛ ♠❛)"✐❝❡ A✱ ❧❡ ✈❡❝)❡✉" x ❡)

❧❡ ✈❡❝)❡✉" b ❞✉ ♣"♦❜❧@♠❡ ❡♥ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞❡ J ✱ W ✱ C ❡) ❞❡ Q✳

❯♥❡ ❢♦✐# ❧❡# ❞♦♥♥)❡# A ❡* b ❜✐❡♥ ❞)✜♥✐❡#✱ ✐❧ ♥❡ (❡#*❡ ♣❧✉# =✉✬5 ()#♦✉❞(❡ ❧❡ #②#*G♠❡ ♣♦✉( ❞)*❡(♠✐♥❡( ❧❡#
❝♦❡✣❝✐❡♥*# =✉✐ ♥♦✉# ✐♥*)(❡##❡♥*✳
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✺ ❊!"✐♠❛"✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦,✐❡♥"❛"✐♦♥✱ ❧❛ ✈✐"❡!!❡ ❡" ❧❛ ♣♦!✐"✐♦♥ ❞✉ ✈1❤✐❝✉❧❡

 ♦✉# ♣♦✉✈♦✐# ♣✐❧♦(❡# ❧❡ *♦✉*✲♠❛#✐♥✱ ✐❧ ❡*( ♥0❝❡**❛✐#❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛3(#❡ *❛ ♣♦*✐(✐♦♥✱ *❛ ✈✐(❡**❡ ❡( *♦♥ ♦#✐❡♥(❛(✐♦♥

❞❛♥* ❧✬❡*♣❛❝❡✳  ♦✉# ❝❡ ❢❛✐#❡✱ ✸ (②♣❡* ❞❡ ❝❛♣(❡✉#* *♦♥( ❝♦♠♠✉♥0♠❡♥( ✉(✐❧✐*0* ✭✈♦✐# ❧❛ ✜❣✉#❡ ✶✻✮ ✿

✖ ✉♥ *②*(A♠❡ ❞❡ ♣♦*✐(✐♦♥♥❡♠❡♥( ❛❝♦✉*(✐B✉❡ ❞✐( ▲❇▲ ✭▲♦♥❣ ❇❛&❡▲✐♥❡✮ ❀

✖ ✉♥❡ ❯▼■ ✭❯♥✐(0 ❞❡ ▼❡*✉#❡* ■♥❡#(✐❡❧❧❡*✮✱ ❝♦♠♣♦*0❡ ❞❡ ✸ ❛❝❝0❧0#♦♠A(#❡*✱ ✸ ❣②#♦*❝♦♣❡* ❡( ✸ ♠❛❣♥0(♦✲

♠A(#❡* ❀

✖ ✉♥ ❝❛♣(❡✉# ❞❡ ♣#❡**✐♦♥✱ B✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ♣#♦❢♦♥❞❡✉#✳

◆♦*❛ ✿ ✉♥ ❝❛♣*❡✉/ ❞❡ ✈✐*❡&&❡ ♣❛/ /❛♣♣♦/* ❛✉ ❢♦♥❞ ♠❛/✐♥ ❢❛✐* 4❣❛❧❡♠❡♥* ♣❛/*✐❡ ❞❡& *②♣❡& ❞❡ ❝❛♣*❡✉/& ❝♦♠♠✉✲

♥4♠❡♥* ✉*✐❧✐&4&✳ ■❧ ♥✬❡&* ❝❡♣❡♥❞❛♥* ♣❛& ❝♦♥&✐❞4/4 ❞❛♥& ❧❛ ♣/4&❡♥*❡ 4*✉❞❡✳ ■❧ &✬✐♥*4❣/❡/❛✐* ♥❛*✉/❡❧❧❡♠❡♥* ❞❛♥& ❧❡&

❝♦♥❝❡♣*& ✐♥*/♦❞✉✐*& ♣❛/ ❧❛ &✉✐*❡✳

❉❛♥* (♦✉(❡ ❝❡((❡ 0(✉❞❡✱ ✐❧ ❡*( ♣#✐* ❝♦♠♠❡ ❤②♣♦(❤A*❡ B✉❡ ❧❡ ❞#♦♥❡ *❡ ❞0♣❧❛❝❡ B✉❛*✐ K ❧✬❤♦#✐③♦♥(❛❧❡ K ✈✐(❡**❡

B✉❛*✐✲❝♦♥*(❛♥(❡✱ ❝❡ B✉✐ ♣❡#♠❡( ❞❡ ❢❛✐#❡ ❧✬❛♣♣#♦①✐♠❛(✐♦♥ ❞❡* ♣❡(✐(* ❛♥❣❧❡* ❡( ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❛❝❝0❧0#❛(✐♦♥✳

❋✐❣✉$❡ ✶✻ ✕ ❈❛♣&❡✉)* ✉&✐❧✐*-* ❝♦♠♠✉♥-♠❡♥& 2 ❜♦)❞ ❞✬✉♥ ❆✳❯✳❱✳

✺✳✶ ▼❡"✉$❡ ❞❡ ❧✬♦$✐❡♥+❛+✐♦♥

✺✳✶✳✶ ▼❡"✉$❡ ❞✉ ❝❛♣

 ❛# ❤②♣♦(❤A*❡✱ ❧❡ ❞#♦♥❡ *❡ ❞0♣❧❛❝❡ ❞❛♥* ✉♥ ♣❧❛♥ ❤♦#✐③♦♥(❛❧✳ ▲❡ ♠❛❣♥0(♦♠A(#❡ (#✐✲❛①❡ ❡♠❜❛#B✉0 K ❜♦#❞ ❞✉

❞#♦♥❡ ❝♦♠♣♦#(❡ ✸ ♠❛❣♥0(♦♠A(#❡* 0❧0♠❡♥(❛✐#❡* ♠♦♥♦✲❛①❡ ♣❧❛❝0* ❞❡ ❢❛O♦♥ ♦#(❤♦❣♦♥❛❧❡ ❡( ❛❧✐❣♥0* *✉✐✈❛♥( ❧❡* ❛①❡*

❞✉ #❡♣A#❡ (C, ~x1, ~y1, ~z1) ❞✉ ❞#♦♥❡✳ ❈❤❛B✉❡ ♠❛❣♥0(♦♠A(#❡ ♠♦♥♦✲❛①❡ ♠❡*✉#❡ ❧❛ ♣#♦❥❡❝(✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥0(✐B✉❡

*✉# *♦♥ ❛①❡✳ ❖♥ *✉♣♣♦*❡ ❝♦♥♥✉ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥0(✐B✉❡ ❡①(0#✐❡✉# ❞❛♥* ❧❡ #❡♣A#❡ (❡##❡*(#❡✱

~HT ✱ B✉✐ *❡ ❞0❝♦♠♣♦*❡

❞❡ ❧❛ ❢❛O♦♥ *✉✐✈❛♥(❡ *❡❧♦♥ ❧❡* ❛①❡* ~x0 ❡( ~y0 ❞❡ R0✱ #❡♣A#❡ ✜①❡ ♣❛# #❛♣♣♦#( ❛✉ *♦❧ ✿
~HT = HTx~x0 +HTy~y0✳

❙♦✐( ψ̂ ❧✬❡*(✐♠❛(✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ❧❛❝❡( ❢♦✉#♥✐❡ ♣❛# ❧❡* ♠❛❣♥0(♦♠A(#❡*✳

◗✸✸✳ ❏✉&*✐✜❡/ =✉✬✐❧ ❡&* ♣♦&&✐❜❧❡ ❞❡ ❢♦✉/♥✐/ ✉♥❡ ❡&*✐♠❛*✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ❧❛❝❡*✱ ψ̂✱ ❡♥ ✉*✐❧✐&❛♥* &❡✉❧❡♠❡♥* ❧❡& ✷

♠❛❣♥4*♦♠A*/❡& ♣❧❛❝4& ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡& ❛①❡& ❤♦/✐③♦♥*❛✉① ❞✉ ❞/♦♥❡ ( ~x1, ~y1) =✉✐ ♠❡&✉/❡♥* Hmx ❡* Hmy✳

◗✸✹✳ ❊♥ ♣/❛*✐=✉❡✱ ❧❛ ♠❡&✉/❡ ❞❡ ❝❛♣ ❛ ✉♥❡ ✜❛❜✐❧✐*4 ❧✐♠✐*4❡✳ F/♦♣♦&❡/ ✉♥❡ /❛✐&♦♥ =✉✐ ❡①♣❧✐=✉❡ ❝❡* ✐♥❝♦♥✈4♥✐❡♥*✳

✺✳✶✳✷ ▼❡"✉$❡ ❞✉ -❛♥❣❛❣❡

❖♥ ❝♦♥*✐❞A#❡ (♦✉( ❞✬❛❜♦#❞ ✉♥ ✉♥✐B✉❡ ❛❝❝0❧0#♦♠A(#❡ ❞♦♥( ❧✬❛①❡ ❞❡ ♠❡*✉#❡ ❡*( ❛❧✐❣♥0 *❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ (C,−→x1)
❞✉ ❞#♦♥❡ ❡( ✉♥ ✉♥✐B✉❡ ❣②#♦♠A(#❡ ❞♦♥( ❧✬❛①❡ ❞❡ ♠❡*✉#❡ ❡*( ❛❧✐❣♥0 ❛✈❡❝ ❧✬❛①❡ (C,−→y1) ❞✉ ❞#♦♥❡✳ ❈❡* ❝❛♣(❡✉#*
❢♦✉#♥✐**❡♥( ❧❡* ♠❡*✉#❡* *✉✐✈❛♥(❡* ✿

✖ ♣♦✉# ❧✬❛❝❝0❧0#♦♠A(#❡ ✿ ❧❛ ♣#♦❥❡❝(✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❝❝0❧0#❛(✐♦♥ *♣0❝✐✜B✉❡ ❞✉ ❞#♦♥❡ *❡❧♦♥ *♦♥ ❛①❡ ❞❡ ♠❡*✉#❡✱ ♦T

❧✬❛❝❝0❧0#❛(✐♦♥ *♣0❝✐✜B✉❡ ❡*( ❧❛ ❞✐✛0#❡♥❝❡ ❡♥(#❡ ❧✬❛❝❝0❧0#❛(✐♦♥ ❞✉ ❞#♦♥❡ ❡( ❧❡ ✈❡❝(❡✉# ❛❝❝0❧0#❛(✐♦♥ ❞❡

♣❡*❛♥(❡✉# (−g~z0) ❀
✖ ♣♦✉# ❧❡ ❣②#♦♠A(#❡ ✿ ❧❛ ✈✐(❡**❡ ❛♥❣✉❧❛✐#❡ ❛✉(♦✉# ❞❡ *♦♥ ❛①❡ ❞❡ ♠❡*✉#❡✳

■❧ ❡*( ❢❛✐( ❝♦♠♠❡ ❤②♣♦(❤A*❡ B✉❡ ❧❡ ❞#♦♥❡ ❛✈❛♥❝❡ K ✈✐(❡**❡ ❤♦#✐③♦♥(❛❧❡ B✉❛*✐✲❝♦♥*(❛♥(❡ ✿ ❧✬❛❝❝0❧0#❛(✐♦♥ ❞✉ ❞#♦♥❡

♣❡✉( ❞♦♥❝ V(#❡ ♥0❣❧✐❣0❡ ❞❡✈❛♥( ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡*❛♥(❡✉#✳

◗✸✺✳ ❊♥ &✉♣♣♦&❛♥* =✉❡ ❧❛ ♠❡&✉/❡ ❛❝❝4❧4/♦♠4*/✐=✉❡ ♥✬❛ ♣❛& ❞❡ ❞4❢❛✉*✱ ♠♦♥*/❡/ ❛❧♦/& =✉✬❡❧❧❡ ♣❡/♠❡* ❞❡

/❡♠♦♥*❡/ G ❧❛ ✈❛❧❡✉/ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ *❛♥❣❛❣❡ θ✳ ❏✉&*✐✜❡/ ♣♦✉/=✉♦✐ ♣❧❛❝❡/ ❧✬❛❝❝4❧4/♦♠A*/❡ &❡❧♦♥ ❧✬❛①❡

(C,−→z1) ♥✬❛✉/❛✐* ♣❛& ♣❡/♠✐& ❞❡ ❞4*❡/♠✐♥❡/ ❝❡* ❛♥❣❧❡ θ✳

❉❛♥* ❧❛ #0❛❧✐(0✱ ❧❡* ❝❛♣(❡✉#* ✐♥❡#(✐❡❧* ♥❡ *♦♥( ♣❛* ♣❛#❢❛✐(* ✿ ❧❡* ♠❡*✉#❡* ❢♦✉#♥✐❡* ♣❛# ❧❡* ❛❝❝0❧0#♦♠A(#❡* ❡(

❧❡* ❣②#♦♠A(#❡* ❝♦♠♣♦#(❡♥( ❞❡* ❡##❡✉#*✳ ❈❡* ❡##❡✉#* ✐♥❡#(✐❡❧❧❡* (②♣✐B✉❡* *♦♥( ❞✉ ❜#✉✐( ♣♦✉# ❧❛ ♠❡*✉#❡ ❛❝❝0❧0#♦✲

♠0(#✐B✉❡ ❡( ✉♥ ❜✐❛✐* ✭0❣❛❧❡♠❡♥( ❛♣♣❡❧0 ✓ ❞0#✐✈❡ ✔✮ ❝♦♥*(❛♥( ♣♦✉# ❧❛ ♠❡*✉#❡ ❣②#♦♠0(#✐B✉❡✳ ❊♥ ♥♦(❛♥( amx ❡(
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qm  ❡"♣❡❝%✐✈❡♠❡♥% ❧❛ ♠❡"✉ ❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝/❧/ ♦♠1% ❡ ❡% ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❣② ♦♠1% ❡✱ ❧❡ ♠♦❞1❧❡ ❝♦♥"✐❞/ / ❡♥ ✐♥% ♦❞✉✐"❛♥% ❝❡"

❞/❢❛✉%" ❡"% ❧❡ "✉✐✈❛♥% ✿

amx = −gθ + ǫa

qm = θ̇ + qb

♦7 ǫa ❝♦  ❡"♣♦♥❞ 8 ❞✉ ❜ ✉✐% ❤❛✉%❡ ❢ /;✉❡♥❝❡ 8 ❢♦ %❡ ✐♥%❡♥"✐%/ ❡% qb ❡"% ✉♥❡ ❝♦♥"%❛♥%❡✱ ❛♣♣❡❧/❡ ❞/ ✐✈❡ ❣② ♦"❝♦✲

♣✐;✉❡ ✭%②♣✐;✉❡♠❡♥% qb = 0, 01◦/s✮✳

◗✸✻✳ ❏✉"#✐✜❡' "✐♠♣❧❡♠❡♥# ,✉❡ ❧✬❡①♣❧♦✐#❛#✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡"✉'❡ ❛❝❝3❧3'♦♠3#'✐,✉❡ "❡✉❧❡ ♥❡ ♣❡'♠❡# ♣❛" ❞❡ ❞3#❡'♠✐♥❡'

❧❡ ❝♦✉♣❧❡ '❡❝❤❡'❝❤3 ④θ ❀ q = θ̇⑥✳ ❏✉"#✐✜❡' ,✉❡ ❧✬❡①♣❧♦✐#❛#✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡"✉'❡ ❣②'♦"❝♦♣✐,✉❡ "❡✉❧❡ ♥❡ ❧❡

♣❡'♠❡##'❛✐# ♣❛" ♥♦♥ ♣❧✉"✳

❆✜♥ ❞✬❡"%✐♠❡ ❝♦  ❡❝%❡♠❡♥% ❧❡" ❣ ❛♥❞❡✉ " θ ❡% q ;✉✐ "❡ ✈❡♥% ❞❛♥" ❧❡" ❧♦✐" ❞❡ ❝♦♥% B❧❡✱ ♦♥ ✉%✐❧✐"❡ ✉♥ ❛❧❣♦ ✐%❤♠❡

❞❡ ❢✉"✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥/❡" ❛♣♣❡❧/ ✓ ♦❜"❡ ✈❛%❡✉ ✔✳ ❈❡% ❛❧❣♦ ✐%❤♠❡ ✉%✐❧✐"❡ 8 ❧❛ ❢♦✐" ❧❡" ♠❡"✉ ❡" ❛❝❝/❧/ ♦♠/% ✐;✉❡" ❡%

❧❡" ♠❡"✉ ❡" ❣② ♦"❝♦♣✐;✉❡"✱ ❡♥%❛❝❤/❡" ❞❡ ❧❡✉ " ❡  ❡✉ "✱ ♣♦✉ ❡"%✐♠❡ θ ❡% q ❞❡ ♠❛♥✐1 ❡ "✉✣"❛♠♠❡♥% ♣ /❝✐"❡ ♣♦✉ 

;✉❡ ❧❡" ❧♦✐" ❞❡ ❝♦♥% B❧❡ ♣✉✐""❡♥% ❧❡" ❡①♣❧♦✐%❡ ✭❝❡" ❧♦✐" ❞❡ ❝♦♥% B❧❡  ❡;✉✐1 ❡♥% ❞❡" ♠❡"✉ ❡" ❢❛✐❜❧❡♠❡♥% ❜ ✉✐%/❡"

❡% "❛♥" ❞/ ✐✈❡✮✳ ▲✬♦❜"❡ ✈❛%❡✉ Obsθ✱ ✉%✐❧✐"/ ✐❝✐ ♣♦✉ ❧❡ %❛♥❣❛❣❡✱ ❡"% ✐❧❧✉"% / "✉ ❧❛ ✜❣✉ ❡ ✶✼✳ ▲❡" ✈❛ ✐❛❜❧❡" θ̂ ❡%

q̂ "♦♥% ❧❡" ❡"%✐♠❛%✐♦♥" ❞❡ θ ❡% q ❢♦✉ ♥✐❡" ♣❛ ❧✬♦❜"❡ ✈❛%❡✉ Obsθ✳ ▲❡" /;✉❛%✐♦♥" ❞❡ ❧✬♦❜"❡ ✈❛%❡✉ Obsθ "♦♥% ❧❡"

"✉✐✈❛♥%❡" ✿

˙̂
θ =

dθ̂

dt
= qm − q̂b − l1(amx + gθ̂)

˙̂qb =
dq̂b
dt

= l2(amx + gθ̂)

q̂ = qm − q̂b

♦7 l1, l2 "♦♥% ❞❡" ❝♦♥"%❛♥%❡"✳

❋✐❣✉$❡ ✶✼ ✕ ❙❝❤&♠❛ ❡♥+,&❡-✴-♦,+✐❡- ❞❡ ❧✬♦❜-❡,✈❛+❡✉, Obsθ

▲❡" ❡  ❡✉ " ❞❡ ❧✬❡"%✐♠❛%❡✉ "♦♥% eθ = θ̂ − θ ♣♦✉ ❧✬❡"%✐♠❛%✐♦♥ ❞✉ %❛♥❣❛❣❡ ❡% eb = q̂b − qb ♣♦✉ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛

❞/ ✐✈❡✳

◗✸✼✳ ❊♥ ♥❡ ❝♦♥"✐❞3'❛♥# ♣❛" ❧❡ ❜'✉✐# ❛❝❝3❧3'♦♠3#'✐,✉❡ ǫa✱ ❞♦♥♥❡' ❧✬3,✉❛#✐♦♥ ❞✐✛3'❡♥#✐❡❧❧❡ '3❣✐❡" ♣❛' eθ ❡♥

❢♦♥❝#✐♦♥ ❞❡ g, l1, l2✳ ❉♦♥♥❡' 3❣❛❧❡♠❡♥# ❝❡❧❧❡ ❡♥#'❡ eb ❡# eθ✳

◗✸✽✳ ❊♥ ❞3❞✉✐'❡ ❧❡" ❝♦♥❞✐#✐♦♥" "✉' l1 ❡# l2 ♣♦✉' ,✉❡ ❧✬♦❜"❡'✈❛#❡✉' ❡"#✐♠❡ ❛"②♠♣#♦#✐,✉❡♠❡♥# ❧❡ #❛♥❣❛❣❡ θ
"❛♥" ❡''❡✉'✳

◗✸✾✳ ▼♦♥#'❡' ,✉❡ ❧✬♦❜"❡'✈❛#❡✉' ❡"#✐♠❡ ❛"②♠♣#♦#✐,✉❡♠❡♥# ❧❛ ❞3'✐✈❡ "❛♥" ❡''❡✉' ♣♦✉' ❝❡" ♠C♠❡" ❝♦♥❞✐#✐♦♥"

"✉' l1 ❡# l2✳ ❊♥ ❞3❞✉✐'❡ ,✉✬✐❧ ♣❡'♠❡# ❞✬❡"#✐♠❡' 3❣❛❧❡♠❡♥# ❧❛ ✈✐#❡""❡ ❞❡ '♦#❛#✐♦♥ q "❛♥" ❡''❡✉' ❛"②♠♣#♦✲

#✐,✉❡♠❡♥#✳

◗✹✵✳ ❊♥ ✉#✐❧✐"❛♥# ❧❛ ♥♦#❛#✐♦♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❛✉① 3,✉❛#✐♦♥" ❞❡ ❧✬♦❜"❡'✈❛#❡✉'✱ ❞♦♥♥❡' ❧❛ ❢♦♥❝#✐♦♥ ❞❡ #'❛♥"❢❡'# ❡♥#'❡

❧❛ #'❛♥"❢♦'♠3❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞✉ ❜'✉✐# ǫa(p) ❡# ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡''❡✉' ❞❡ #❛♥❣❛❣❡ eθ(p) ❡♥ ❢♦♥❝#✐♦♥ ❞❡ g, l1, l2✳

◗✹✶✳ ●'G❝❡ H ✉♥❡ ❝♦♠♣❛'❛✐"♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝#✐♦♥ ❞❡ #'❛♥"❢❡'#✱ ❥✉"#✐✜❡' ,✉❡ ❧✬♦❜"❡'✈❛#❡✉' ♣❡'♠❡# 3❣❛❧❡♠❡♥# ❞❡ ✜❧#'❡'

❧❡ ❜'✉✐# "✉' ❧✬❡"#✐♠❛#✐♦♥ ❞❡ θ ♣❛' '❛♣♣♦'# H ❧✬❡"#✐♠❛#✐♦♥ ,✉✐ ❛✉'❛✐# 3#3 ❡✛❡❝#✉3❡ H ♣❛'#✐' ✉♥✐,✉❡♠❡♥# ❞❡

❧❛ ♠❡"✉'❡ ❛❝❝3❧3'♦♠3#'✐,✉❡ ✿ θ̂ = −am

g
✳

✺✳✷ ❊!"✐♠❛"✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐"❡!!❡ ✈❡,"✐❝❛❧❡ ❡" ❞❡ ❧✬✐♠♠❡,!✐♦♥

❉❛♥" ❝❡%%❡ ♣❛ %✐❡✱ ♦♥ ❝❤❡ ❝❤❡ 8 ❡"%✐♠❡ ❧❛ ✈✐%❡""❡ ✈❡ %✐❝❛❧❡ ❡% ❧✬✐♠♠❡ "✐♦♥ ❞✉ ❞ ♦♥❡✱  ❡"♣❡❝%✐✈❡♠❡♥% w ❡%

z✳ ▲❡ "②"%1♠❡ ❞❡ ♣♦"✐%✐♦♥♥❡♠❡♥% ❛❝♦✉"%✐;✉❡ ▲❇▲ ❡% ❧❡ ❝❛♣%❡✉ ❞❡ ✈✐%❡""❡ ♥❡ "♦♥% ♣❛" ✉%✐❧✐"/" ❝❛ ❧❡✉ ♣ /❝✐"✐♦♥

♥✬❡"% ♣❛" "✉✣"❛♥%❡ ♣♦✉ ❧❡" ❜❡"♦✐♥" ❞❡ ❝❡%%❡ ❝❤❛M♥❡ ✈❡ %✐❝❛❧❡ ❞✉ ❞ ♦♥❡✳ N♦✉ ❝❡ ❢❛✐ ❡✱ ❞❡✉① ❛✉% ❡" ❝❛♣%❡✉ "

"♦♥% ❞♦♥❝ ✉%✐❧✐"/"✳ ❚♦✉% ❞✬❛❜♦ ❞ ✉♥ ❛❝❝/❧/ ♦♠1% ❡ ❞♦♥% ❧✬❛①❡ ❞❡ ♠❡"✉ ❡ ❡"% ❛❧✐❣♥/ "❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ (C,−→z1)✳ ❈❡%

❛❝❝/❧/ ♦♠1% ❡ ❢♦✉ ♥✐% amz ❧❛ ♣ ♦❥❡❝%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❝❝/❧/ ❛%✐♦♥ "♣/❝✐✜;✉❡ ❞✉ ❞ ♦♥❡ "❡❧♦♥ "♦♥ ❛①❡ ❞❡ ♠❡"✉ ❡✱ ♦7

❧✬❛❝❝/❧/ ❛%✐♦♥ "♣/❝✐✜;✉❡ ❡"% ❧❛ ❞✐✛/ ❡♥❝❡ ❡♥% ❡ ❧✬❛❝❝/❧/ ❛%✐♦♥ ❞✉ ❞ ♦♥❡ ❡% ❧❡ ✈❡❝%❡✉ ❛❝❝/❧/ ❛%✐♦♥ ❞❡ ♣❡"❛♥%❡✉ 

✶✺
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~g✳ ▲❛ ♠❡%✉'❡ ❞✉ ❝❛♣+❡✉' ❞✬✐♠♠❡'%✐♦♥ ❡%+ 0❣❛❧❡♠❡♥+ ✉+✐❧✐%0❡ ✿ zm✳ ❈♦♠♣+❡ +❡♥✉ ❞❡ ❧✬❛♣♣'♦①✐♠❛+✐♦♥ ♣❡+✐+% ❛♥❣❧❡%

❢❛✐+❡✱ ❧❡ %②%+9♠❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞✬0;✉❛+✐♦♥% %✬0❝'✐+ ✿

ẇ =
dw

dt
= az

ż =
dz

dt
= w

amz = az − g(z)

zm = z

♦< az ❡%+ ❧✬❛❝❝0❧0'❛+✐♦♥ ✈❡'+✐❝❛❧❡ ❞✉ ❞'♦♥❡ ❡+ g(z) ❧❛ ❝♦♠♣♦%❛♥+❡ ✈❡'+✐❝❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡%❛♥+❡✉' ❞✬0;✉❛+✐♦♥ g(z) = g0 + k.z
♦< g0 ❡+ k %♦♥+ ❞❡% ❝♦♥%+❛♥+❡%✳ ❈♦♠♣+❡ +❡♥✉ ❞❡% ✐♠♣❡'❢❡❝+✐♦♥% ❞❡% ❝❛♣+❡✉'%✱ ✉♥❡ ❛♣♣'♦❝❤❡ %✐♠✐❧❛✐'❡ ? ❝❡❧❧❡

0+✉❞✐0❡ ❛✉ ♣❛'❛❣'❛♣❤❡ ✺✳✶✳✷ ❡%+ ✉+✐❧✐%0❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ♦❜%❡'✈❛+❡✉' Obsz ❢♦✉'♥✐%%❛♥+ ❧❡% ✈❛'✐❛❜❧❡% ŵ ❡+ ẑ ❡%+✐♠0❡%

❞❡ w ❡+ z✳

◗✹✷✳ ❉♦♥♥❡$ ❧❡& ❡♥'$(❡& ❡' &♦$'✐❡& ❞❡ ❧✬♦❜&❡$✈❛'❡✉$ Obsz ❞❡ ❢❛1♦♥ &✐♠✐❧❛✐$❡ 3 ❧❛ ✜❣✉$❡ ✶✼✳

◗✹✸✳ ➱❝$✐$❡ ❧❡& (;✉❛'✐♦♥& ❞❡ ❧✬♦❜&❡$✈❛'❡✉$ Obsz ❡♥ ❢❛✐&❛♥' ✐♥'❡$✈❡♥✐$ ✷ ♥♦✉✈❡❧❧❡& ❝♦♥&'❛♥'❡& ✿ l3✱ l4✳

◗✹✹✳ ▼♦♥'$❡$ ;✉❡ ❝❡' ♦❜&❡$✈❛'❡✉$ ♣❡$♠❡' ❞✬❡&'✐♠❡$ ❛&②♠♣'♦'✐;✉❡♠❡♥' ❧❛ ✈✐'❡&&❡ ❡' ❧❛ ♣♦&✐'✐♦♥ &❛♥& ❡$$❡✉$✱

❛✈❡❝ ❞❡& ❝♦♥❞✐'✐♦♥& &✉$ l3 ❡' l4 3 ❡①♣❧✐❝✐'❡$✳

◗✹✺✳ ▲♦$&;✉❡ ❧❡ ❝❛♣'❡✉$ ❞✬✐♠♠❡$&✐♦♥ ♥✬❡&' ♣❧✉& ❞✐&♣♦♥✐❜❧❡✱ ♠♦♥'$❡$ ;✉❡ ❧✬❡&'✐♠❛'✐♦♥ ❞✬✐♠♠❡$&✐♦♥ ❞✐✈❡$❣❡

❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥&'❛♥'❡ ❞❡ '❡♠♣& τ ;✉✐ &❡$❛ ❞♦♥♥(❡ ❡♥ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞❡ k✳

✺✳✸ ❊!"✐♠❛"❡✉( ❞❡ ❧❛ ✈✐"❡!!❡ ❡" ❞❡ ❧❛ ♣♦!✐"✐♦♥ ❤♦(✐③♦♥"❛❧❡!

▲❡ ❞'♦♥❡ %❡ ❞0♣❧❛❝❡ ? ❧✬❤♦'✐③♦♥+❛❧❡✳ ❆✜♥ ❞✬❡%+✐♠❡' ❧❛ ✈✐+❡%%❡ ❡+ ❧❛ ♣♦%✐+✐♦♥ ❤♦'✐③♦♥+❛❧❡% ❞✉ ❞'♦♥❡ ❞❛♥% ❧❡
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