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~v(~r, t) = ~0 P (~r, t) = P0 ρ(~r, t) = ρ0

❊♥ ♣&)#❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♣❡*✐*❡ ♣❡&*✉&❜❛*✐♦♥ ❝❡# ❝❤❛♠♣# ❞❡✈✐❡♥♥❡♥* ✿

~v(~r, t) 6= ~0 P (~r, t) = P0 + p(~r, t) ρ(~r, t) = ρ0 + ρa(~r, t)
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v(z, t) = v0e
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 ❛♣♣❡❧❧❡ ✿ ρ
❛✐"

= 1,25 ❦❣✳♠

−3
✱ c

❛✐"

= 340 ♠✳+

−1
✱ ρ

❡❛✉

= 1000 ❦❣✳♠

−3
❡, c

❡❛✉

= 1500 ♠✳+

−1
✳

▲✬♦ ❡✐❧❧❡ ♠♦②❡♥♥❡ +❡ , ♦✉✈❡ ,②♣✐5✉❡♠❡♥, 6 ✉♥❡ ✐♥,❡ ❢❛❝❡ ❛✐ ✴❡❛✉✳ ❊❧❧❡ ❡+, ❝♦♥+,✐,✉;❡ ❞✉ ,②♠♣❛♥

❡, ❞❡ ❧✬❡♥❝❤❛>♥❡♠❡♥, ❞❡ ✸ ♦++❡❧❡,+ ✭♠❛ ,❡❛✉✱ ❡♥❝❧✉♠❡ ❡, ;, ✐❡ ✮✳ ❙♦♥ ❢♦♥❝,✐♦♥♥❡♠❡♥, ♣❡✉, C, ❡

♠♦❞;❧✐+; ♣❛ ✉♥ +②+,D♠❡ ❞❡ ,②♣❡ ♠❛++❡✲ ❡++♦ , ✭❋✐❣✉ ❡ ✸✮✳

✷✵✳ ❆♣♣❧✐5✉❡ ❧❡ ♣ ✐♥❝✐♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥,❛❧ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐5✉❡ ♣♦✉ ;,❛❜❧✐ ❧✬;5✉❛,✐♦♥ ✈; ✐✜;❡ ♣❛ ❧❡

❞;♣❧❛❝❡♠❡♥, x(t) ❞❡ ❧✬❡①, ;♠✐,; ❞❡ ❧✬;, ✐❡ ✭ ❡♠❛ $✉❡ ✿ ♦♥ ❝♦♥+✐❞D ❡ 5✉✬6 ❧❛ ♣♦+✐,✐♦♥ x = 0 ❧❛

❢♦ ❝❡ ❡①❡ ❝;❡ ♣❛ ❧❡  ❡++♦ , ❡+, ♥✉❧❧❡✮✳

✷✶✳ ❉♦♥♥❡ ❧❛ ❞;✜♥✐,✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣;❞❛♥❝❡ ❛❝♦✉+,✐5✉❡ Z0 ❡♥ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞❡ pc(t) ❡, ❞❡ ẋ(t) = ❞x(t)
❞t

✳

❖♥ +✉♣♣♦+❡ ❛ 5✉❡ ❧✬✐♠♣;❞❛♥❝❡ ❛❝♦✉+,✐5✉❡ Z0 ❡+,  ;❡❧❧❡ ❡, ;❣❛❧❡ 6 ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡❛✉✳

✷✷✳ ❊♥ ❞;❞✉✐ ❡ ❧✬❡①♣ ❡++✐♦♥ ❞✉ ❣❛✐♥ ❡♥ ♣ ❡++✐♦♥ G(ω) = pc/pt ❧♦ +5✉❡ ❧❡ +②+,D♠❡ ❡+, ❡①❝✐,; ❡♥

 ;❣✐♠❡ +✐♥✉+♦M❞❛❧ ✭x(t) = x0e
−iωt

✮✳

✷✸✳ ❉♦♥♥❡ ❧✬❛❧❧✉ ❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉ ❜❡ ❞❡ |G(ω)| ❡♥ ❞;❝✐❜❡❧+✳

✷✹✳ ◗✉❡❧ ,②♣❡ ❞❡ ✜❧, ❡  ❡❝♦♥♥❛>,✲♦♥ ❄ ❊♥ ❞♦♥♥❡ +❛ ♣✉❧+❛,✐♦♥ ♣ ♦♣ ❡ ❡, +♦♥ ❢❛❝,❡✉ ❞❡ 5✉❛❧✐,;✳

◗✉❡❧+ +♦♥, ❧❡+ ❝♦♠♣♦ ,❡♠❡♥,+ ❛+②♠♣,♦,✐5✉❡+ ❞❡ |G| 6 ❜❛++❡+ ❡, ❤❛✉,❡+ ❢ ;5✉❡♥❝❡+ ❄

✷✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛,✐♦♥ ♥✉♠/ ✐$✉❡✳ ❉❛♥+ ❧❛ ♣ ❛,✐5✉❡✱ ❧❡ ,②♠♣❛♥ ❛ ✉♥❡ +✉ ❢❛❝❡ St ❞❡ 70 ♠♠

2
❡, ❧✬❡①, ;♠✐,;

❞❡ ❧✬;, ✐❡ ❛ ✉♥❡ +✉ ❢❛❝❡ Sc ❞❡ 3,3 ♠♠

2
✳ ◗✉❡❧❧❡ ❡+, ❧❛ ✈❛❧❡✉ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✉ ❣❛✐♥ ❄

✷✻✳ ❊♥ ✉,✐❧✐+❛♥, ❝❡,,❡ ✈❛❧❡✉ ❞❡ ❣❛✐♥ ❡, ❧❡ ❢❛❝,❡✉ ❞❡ , ❛♥+♠✐++✐♦♥ , ♦✉✈; ♣ ;❝;❞❡♠♠❡♥,✱ ❞♦♥♥❡ 

❧❡ ❢❛❝,❡✉ ❞❡ , ❛♥+♠✐++✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐++❛♥❝❡ ❛❝♦✉+,✐5✉❡ 6 , ❛✈❡ + ❧✬♦ ❡✐❧❧❡ ♠♦②❡♥♥❡✳

✷✼✳ P♦✉ 5✉♦✐ ❧✬♦ ❡✐❧❧❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡+,✲❡❧❧❡ ♥;❝❡++❛✐ ❡ ❛✉① ❤✉♠❛✐♥+ ❛❧♦ + 5✉❡ ❞❡ ♥♦♠❜ ❡✉① ♣♦✐++♦♥+

❡♥ +♦♥, ❞;♣♦✉ ✈✉+ ❄

■■■✳ ▲❛ ❝♦❝❤❧(❡ ✿ ✉♥ -♣❡❝/0♦♠2/0❡ ❛❝♦✉-/✐4✉❡

❯♥❡ ❢♦✐+ 5✉✬✉♥❡ ♣ ❡++✐♦♥ ❛ ;,; ❣;♥; ;❡ ❞❛♥+ ❧✬♦ ❡✐❧❧❡ ✐♥,❡ ♥❡✱ ✐❧ ❢❛✉, 5✉✬❡❧❧❡ +♦✐, ❝♦♥✈❡ ,✐❡ ❡♥ ✉♥❡

✐♥❢♦ ♠❛,✐♦♥ ✉,✐❧❡ ♣♦✉ ❧❡ ❝❡ ✈❡❛✉ ❡, ❝❡❝✐ +✬❡✛❡❝,✉❡ ❡++❡♥,✐❡❧❧❡♠❡♥, ❛✉ +❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦❝❤❧;❡✱ ✉♥❡

♣❛ ,✐❡ ❞❡ ❧✬♦ ❡✐❧❧❡ ✐♥,❡ ♥❡✳ ❊♥ ✶✽✻✸✱ ❍❡❧♠❤♦❧,③ ♠♦♥, ❡ 5✉❡ ❝❡, ♦ ❣❛♥❡ ❡♥ ❢♦ ♠❡ ❞❡ ❝♦❧✐♠❛X♦♥ ❡+,

❝♦♠♣♦+; ❞✬✉♥❡ +✉❝❝❡++✐♦♥ ❞❡ ❝♦ ❞❡+ ✈✐❜ ❛♥,❡+ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉ + Ln ✈❛ ✐❛❜❧❡+ ♠❛✐♥,❡♥✉❡+ ✐♠♠♦❜✐❧❡+

6 ❧❡✉ + ❞❡✉① ❡①, ;♠✐,;+ ✭❋✐❣✉ ❡ ✹✮✳

✷✽✳ ◗✉❡❧+ +♦♥, ❧❡+ ❢ ;5✉❡♥❝❡+ ❡, ♠♦❞❡+ ♣ ♦♣ ❡+ ❞✬✉♥❡ ❝♦ ❞❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉ L ♠❛✐♥,❡♥✉❡ ✐♠♠♦❜✐❧❡

❛✉① ❞❡✉① ❡①, ;♠✐,;+ ❄ ✭ ❡♠❛ $✉❡ ✿ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ❛ ♣❛ ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❢♦ ♠❡ ❞✉ ❞;♣❧❛❝❡♠❡♥, ✈❡ ,✐❝❛❧ ♣♦✉ 

❧❡+ ❞✐✛; ❡♥,❡+ ❢ ;5✉❡♥❝❡+ ♣ ♦♣ ❡+✮✳

✷✾✳ ❙✐ ♦♥ ;♠❡, ✉♥❡ ♦♥❞❡ ♠♦♥♦❝❤ ♦♠❛,✐5✉❡ ❞❡ ♣✉❧+❛,✐♦♥ ω +✉ ❝❡, ❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦ ❞❡+✱ 5✉❡❧❧❡+

+♦♥, ❝❡❧❧❡+ +✉+❝❡♣,✐❜❧❡+ ❞❡ ♠♦♥, ❡ ✉♥ ❞;♣❧❛❝❡♠❡♥, ♥♦♥ ✉♥✐❢♦ ♠;♠❡♥, ♥✉❧ ❄

✸✵✳ ❙✐ ♦♥ ♣❛ , ❞✉ ♣ ✐♥❝✐♣❡ 5✉✬✉♥ ♣♦,❡♥,✐❡❧ ❞✬❛❝,✐♦♥ +❡ ❛ ❡♥✈♦②; ❞❛♥+ ❧❡ ❝❛+ ♦Z ❧❡ ❞;♣❧❛❝❡♠❡♥, ❞✬✉♥❡

❝♦ ❞❡ ❞;♣❛++❡ ✉♥ ❝❡ ,❛✐♥ +❡✉✐❧✱ ❡♥ ❞;❞✉✐ ❡ 5✉❡ ❧❛ ❝♦❝❤❧;❡ +❡ ❝♦♠♣♦ ,❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ +♣❡❝, ♦♠D, ❡✳

❱♦♥ ❇❡❦❡+② ❛ ♠♦♥, ; ❡①♣; ✐♠❡♥,❛❧❡♠❡♥, 5✉❡ ❧❛ ♣ ♦♣❛❣❛,✐♦♥ ❞❛♥+ ❧❛ ❝♦❝❤❧;❡ ♥❡ ♣❡✉, ♣❛+ C, ❡

+✐♠♣❧❡♠❡♥, ♠♦❞;❧✐+;❡ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ ♣❧❛♥❡ +❡ ♣ ♦♣❛❣❡❛♥, ❞❛♥+ ✉♥ ✢✉✐❞❡ ❡, ♥♦✉+ ❛❧❧♦♥+

♠❛✐♥,❡♥❛♥, ;,✉❞✐❡ ❝❡,,❡ ♦♥❞❡ ♣❛ ,✐❝✉❧✐D ❡✳ ▲❛ ❝♦❝❤❧;❡ ❡+, ✉♥ ❝♦♥❞✉✐, 5✉✐ ❛ ✉♥❡ ❢♦ ♠❡ ❞❡ +❡ ♣❡♥,✐♥✱

+;♣❛ ; ❡♥ ✷ ❝❛♥❛✉① ❞✐✛; ❡♥,+ ♣❛ ✉♥❡ ♠❡♠❜ ❛♥❡ ;❧❛+,✐5✉❡✳ P♦✉ +✐♠♣❧✐✜❡ ✱ ♥♦✉+ ;,✉❞✐❡ ♦♥+ ❧❛

❣;♦♠;, ✐❡ 5✉❛+✐✲✉♥✐❞✐♠❡♥+✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣ ;+❡♥,;❡ +✉ ❧❛ ❋✐❣✉ ❡ ✹✳❜✳
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h(x, t)
x = 0 x

h(x, t)
x

h(x, t)

∂2 c2h

∂x2
−

∂2h

∂t2
= 0

c
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 ✉✐✈❛♥&❡ ✿

c2 = d2
(

ω2
be

−
x

L − ω2
)

♦* d✱ ωb ❡& L  ♦♥& ❞❡ ❝♦♥ &❛♥&❡ ✱ ❡& ♦* ωb > ω ❞❛♥ ❧❛ ❣❛♠♠❡  ♣❡❝&2❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛✉❞✐&✐♦♥✳

✸✺✳ ❊❝2✐2❡ ❧✬67✉❛&✐♦♥ ✈62✐✜6❡ ♣❛2 a(x, t) = c2h(x, t) = Am(x)e−iωt
✳

✸✻✳ ◗✉❡❧❧❡  ❡2❛✐❡♥& ❧❡  ♦❧✉&✐♦♥  ✐ c 6&❛✐& ✉♥❡ ❝♦♥ &❛♥&❡ ❄

;♦✉2 26 ♦✉❞2❡ ❝❡&&❡ 67✉❛&✐♦♥✱ ♦♥ ❝❤❡2❝❤❡ ✉♥❡  ♦❧✉&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦2♠❡ Am(x) = f(x)eiωg(x)✱ ♦* f ❡&

g  ♦♥& ❞❡ ❢♦♥❝&✐♦♥ > ✈❛❧❡✉2 26❡❧❧❡ ✳ ❖♥  ✉♣♣♦ ❡2❛ ❞❡ ♣❧✉ g ❝2♦✐  ❛♥&❡✳ ❖♥ ♥♦&❡2❛ f ′
❡& f ′′

❧❡ 

❞62✐✈6❡ ♣2❡♠✐@2❡ ❡&  ❡❝♦♥❞❡ ❞❡ f ✱ ❡& g′ ❡& g′′ ❝❡❧❧❡ ❞❡ g✳

✸✼✳ ❈❛❧❝✉❧❡2

∂Am

∂x
♣✉✐ 

∂2Am

∂x2 ✳

✸✽✳ ❊♥ ❞6❞✉✐2❡ ❧❡  ② &@♠❡ ❞❡ ❞❡✉① 67✉❛&✐♦♥ ❞✐✛62❡♥&✐❡❧❧❡ ✈62✐✜6❡ ♣❛2 f(x) ❡& g(x) 7✉✐ 26 ✉❧&❡

❞❡ ❧✬67✉❛&✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡✳

;♦✉2 26 ♦✉❞2❡ ❝❡  ② &@♠❡✱ ♦♥ ❢❛✐& ❧✬❛♣♣2♦①✐♠❛&✐♦♥ 7✉❡ ❧✬❛♠♣❧✐&✉❞❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ✈❛2✐❡ ❧❡♥&❡♠❡♥&

❞❡✈❛♥&  ❛ ♣❤❛ ❡✳ ▼❛&❤6♠❛&✐7✉❡♠❡♥&✱ ❝❡❧❛  ❡ &2❛❞✉✐& ♣❛2 f ′′ ≪ (ωg′)2f ✳

✸✾✳ ❖❜&❡♥✐2 ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ g′(x)✳

✹✵✳ ❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♣❡&✐& ❣2❛♣❤✐7✉❡✱ ❞6♠♦♥&2❡2  ✐ ❝❡❧❛ ❝♦22❡ ♣♦♥❞ ❛✉ 26 ✉❧&❛& ♦❜ ❡2✈6 ❡①♣62✐♠❡♥✲

&❛❧❡♠❡♥& ❄

✹✶✳ ❖❜&❡♥✐2 ❧❛  ♦❧✉&✐♦♥ f(x) > ✉♥❡ ❝♦♥ &❛♥&❡ ♠✉❧&✐♣❧✐❝❛&✐✈❡ ♣2@ ✳

✹✷✳ ❊♥ ❞6❞✉✐2❡ ❧❛ ❞6♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ |h(x)| ❛✈❡❝ c✳

✹✸✳ ❚2❛❝❡2 ❧❡ ❝♦♠♣♦2&❡♠❡♥& ❞❡ |h(x)| ❡♥ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡ x✳

✹✹✳ ❈❡❧❛ ❝♦22❡ ♣♦♥❞✲✐❧ ❛✉ ❝♦♠♣♦2&❡♠❡♥& ♦❜ ❡2✈6 ❡①♣62✐♠❡♥&❛❧❡♠❡♥& ❄ ;♦✉27✉♦✐ ❄

⋆ ⋆ ⋆
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