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❞✉,❛♥# ❧❡ ❞❡,♥✐❡, -✐7❝❧❡ ♥♦✉- ❛♠7♥❡,♦♥# F ❡♥ ✐♥#,♦❞✉✐,❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡-✳
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❣,❛✈✐#❛#✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥# ❧✐"❡ ♣❧✉- ❣,❛♥❞❡ ✭❣❛❧❛①✐❡ ♦✉ ❛♠❛- ❞❡ ❣❛❧❛①✐❡-✮✱ ♦♥ ♦❜-❡,✈❡ >✉❡ ❧❛ ✈✐#❡--❡ ❞❡

❧❛ ❣❛❧❛①✐❡ ❡-# ♣,♦♣♦,#✐♦♥♥❡❧❧❡ F -❛ ❞✐-#❛♥❝❡ , ✿

v = H0r

❈❡##❡ ,❡❧❛#✐♦♥ ❡-# ❝♦♥♥✉❡ -♦✉- ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❧♦✐ ❞❡ ❍✉❜❜❧❡✳ ❉❛♥- ❧❛ ♠❡-✉,❡ ♦N ❧❛ ✈✐#❡--❡ ❞"#❡❝#"❡

❞❡ ❧❛ ❣❛❧❛①✐❡ ❡-# ❝♦❧✐♥"❛✐,❡ F ~r✱ ♦♥ ♣❡✉# ✐♥#❡,♣,"#❡, ❝❡##❡ ,❡❧❛#✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ,❡❧❛#✐♦♥ ❡♥#,❡ ❧❡-

✈❡❝#❡✉,- ~v ❡# ~r✱ -♦✐# ✿

~v = H0~r (1)
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❖ ? ❧❛ ✈✐#❡++❡ ~v ❝♦❧✐♥4❛✐(❡ ?
−→

❖❆ = ~r ✭✈♦✐( ✜❣✉(❡ ✶✮✳ ■♠❛❣✐♥♦♥+ -✉❡ ❝❡##❡ ❣❛❧❛①✐❡ 4♠❡##❡ ❞❡+

✐♠♣✉❧+✐♦♥+ ❧✉♠✐♥❡✉+❡+ #(D+ ❜(D✈❡+✱ ? ✐♥#❡(✈❛❧❧❡ (4❣✉❧✐❡( T ✳

◗✉❡❧ ❡+# ❧❡ #❡♠♣+ T ′
+4♣❛(❛♥# ❧✬❛((✐✈4❡ ❡♥ ❖ ❞❡ ❞❡✉① ✐♠♣✉❧+✐♦♥+ ❧✉♠✐♥❡✉+❡+ ❝♦♥+4❝✉#✐✈❡+ ❄

❋✐❣✉$❡ ✶ ✕

✶✲❜✮ ▲❛ ❣❛❧❛①✐❡ ❆ 4♠❡# ♠❛✐♥#❡♥❛♥# ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐D(❡ ♠♦♥♦❝❤(♦♠❛#✐-✉❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉( ❞✬♦♥❞❡ ❞❛♥+

❧❡ ✈✐❞❡ λ✳ ◗✉❡❧❧❡ ❡+# ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉( ❞✬♦♥❞❡ ❞❛♥+ ❧❡ ✈✐❞❡ λ′
❞❡ ❧✬♦♥❞❡ 4❧❡❝#(♦♠❛❣♥4#✐-✉❡ ❝♦❧❧❡❝#4❡

♣❛( ❧✬♦❜+❡(✈❛#❡✉( ❖ ❄

I(4❝✐+❡( ❧❛ ❧✐♠✐#❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐#4 ❞✉ (4+✉❧#❛# ♦❜#❡♥✉✳

✶✲❝✮ ▲❡+ ❛+#(♦♣❤②+✐❝✐❡♥+ ❞4✜♥✐++❡♥# ❧❡ ❞4❝❛❧❛❣❡ +♣❡❝#(❛❧ ✈❡(+ ❧❡ (♦✉❣❡ ✭♦✉ (❡❞+❤✐❢#✮ ❞❡ ❆ ♣❛(

z = λ′
−λ
λ
✳

▼♦♥#(❡( -✉❡✱ ❞❛♥+ ❧❡ ❝❛❞(❡ ❞❡+ ❛♣♣(♦①✐♠❛#✐♦♥+ ♣(4❝4❞❡♥#❡+✱ ③ ❡+# ❞✐(❡❝#❡♠❡♥# (❡❧✐4 ? ❧❛ ✈✐#❡++❡

❞❡ ❧❛ ❣❛❧❛①✐❡✳

✷✮ ▲❛ ❝♦♥+#❛♥#❡ ❞❡ ❍✉❜❜❧❡ H0

✷✲❛✮ ◗✉❡❧❧❡ ❡+# ❧❛ ❞✐♠❡♥+✐♦♥ ❞❡ H0 ❄

✷✲❜✮ ▲❛ ❞4#❡(♠✐♥❛#✐♦♥ ❡①♣4(✐♠❡♥#❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥+#❛♥#❡ ❞❡ ❍✉❜❜❧❡ ♥4❝❡++✐#❡ ❞❡ ♠❡+✉(❡( +✐♠✉❧#❛✲

♥4♠❡♥# ❧❡ (❡❞+❤✐❢# z ❞✬✉♥❡ ❣❛❧❛①✐❡ ✭❞♦♥❝ +❛ ✈✐#❡++❡✮ ❡# +❛ ❞✐+#❛♥❝❡✳ ❈✬❡+# ❝❡##❡ ❞❡(♥✐D(❡ ❣(❛♥❞❡✉(

-✉✐ ❡+# ❧❛ ♣❧✉+ ❞✐✣❝✐❧❡ ? ♠❡+✉(❡( ♣(4❝✐+4♠❡♥#✱ ❡# -✉✐ (❡♥❞ ✐♠♣(4❝✐+❡ ❧❛ ❞4#❡(♠✐♥❛#✐♦♥ ❞❡ H0✳

❖♥ ♣(❡♥❞(❛ ✿

H0 = 70 ❦♠ · +
−1

·▼♣❝
−1

❈❛❧❝✉❧❡( ❧❛ ✈❛❧❡✉( ❞❡ H0 ❞❛♥+ ❧✬✉♥✐#4 ❛❞❛♣#4❡ ❞✉ +②+#D♠❡ ✐♥#❡(♥❛#✐♦♥❛❧✳

✸✮ ▼♦♥#(❡( -✉❡ ❧❛ (❡❧❛#✐♦♥ ✭✶✮ ❡+# ❝♦♠♣❛#✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣(✐♥❝✐♣❡ ❝♦+♠♦❧♦❣✐-✉❡✱ ❝✬❡+#✲?✲❞✐(❡ -✉✬♦♥

♦❜+❡(✈❡(❛✐# ❧❛ ♠T♠❡ ❧♦✐ ❞✬❡①♣❛♥+✐♦♥ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡(+ ✭4-✉❛#✐♦♥ ✶✮ +✐ ♦♥ ♦❜+❡(✈❛✐# ❧❛ ❣❛❧❛①✐❡ ❆ ?

♣❛(#✐( ❞✬✉♥❡ ❣❛❧❛①✐❡ ❖✬ -✉❡❧❝♦♥-✉❡✱ +✐#✉4❡ ❡♥ ♥✬✐♠♣♦(#❡ -✉❡❧ ♣♦✐♥# ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡(+✳

❊♥ ❡①♣❧♦✐#❛♥# ♣❧❡✐♥❡♠❡♥# #♦✉#❡+ ❧❡+ +②♠4#(✐❡+ ✐♠♣♦+4❡+ ♣❛( ❧✬❤♦♠♦❣4♥4✐#4 ❡# ❧✬✐+♦#(♦♣✐❡ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡(+✱

♦♥ ♣❡✉# ♠♦♥#(❡( -✉❡ ❧❛ +❡✉❧❡ ❧♦✐ ❞✬❡①♣❛♥+✐♦♥ ❝♦♠♣❛#✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣(✐♥❝✐♣❡ ❝♦+♠♦❧♦❣✐-✉❡ ❡+# ✿

~v = H(t)~r (2)

▲❛ ❣(❛♥❞❡✉( H(t)✱ -✉✐ ❡+# ❛♣♣❡❧4❡ ♣❛(❛♠D#(❡ ❞❡ ❍✉❜❜❧❡✱ ♣❡✉# ❞4♣❡♥❞(❡ ? ♣(✐♦(✐ ❞✉ #❡♠♣+ t ✭?

❧✬4❝❤❡❧❧❡ ❝♦+♠♦❧♦❣✐-✉❡✮✳ ❖♥ ✈❡((❛ ♣❧✉+ ❧♦✐♥ ✭❞❛♥+ ❧❛ ♣❛(#✐❡ ✷✮ -✉✬❡❧❧❡ ❡+# ❝❡(#❡+ ❢♦♥❝#✐♦♥ ❞✉ #❡♠♣+ t✱

♠❛✐+ -✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ✈❛(✐❡ -✉❡ +✉( ✉♥❡ 4❝❤❡❧❧❡ ❞❡ #❡♠♣+ #(D+ ❧♦♥❣✉❡✳ ❖♥ ♣❡✉# ❞♦♥❝ ❝♦♥+✐❞4(❡( -✉❡ #♦✉#❡+

❧❡+ ♠❡+✉(❡+ ❞❡ ✈✐#❡++❡+ ❡# ❞❡ ❞✐+#❛♥❝❡+ ❞❡ ❣❛❧❛①✐❡+ ✭(❡❧❛#✐✈❡♠❡♥# ♣(♦❝❤❡+✮ ❢❛✐#❡+ ♣❛( ❍✉❜❜❧❡ ♦♥# 4#4

❢❛✐#❡+ ? ❧✬✐♥+#❛♥# ♣(4+❡♥# t = t0✱ ❛✐♥+✐ ❧❛ ❝♦♥+#❛♥#❡ ❞❡ ❍✉❜❜❧❡ H0 ✐♥#❡(✈❡♥❛♥# ❞❛♥+ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❍✉❜❜❧❡

✭(❡❧❛#✐♦♥ ✭✶✮✮ ❝♦((❡+♣♦♥❞ ? ❧❛ ✈❛❧❡✉( ? ❧✬✐♥+#❛♥# ♣(4+❡♥# t0 ❞✉ ♣❛(❛♠D#(❡ ❞❡ ❍✉❜❜❧❡ H(t) ✐♥#(♦❞✉✐#
♣❛( ❧❛ (❡❧❛#✐♦♥ ✭✷✮ ❀ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

H0 = H(t0)

✷
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▲✬✐♥$❡&♣&($❛$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ✭✷✮ ❡0$ 1✉❡ ❧✬❯♥✐✈❡&0 ❡0$ ❡♥ ❡①♣❛♥0✐♦♥✱ ♦✉ ♣❧✉0 ♣&(❝✐0(♠❡♥$ 1✉❡ ❧✬❡0♣❛❝❡

❣(♦♠($&✐1✉❡ ❞❛♥0 ❧❡1✉❡❧ ♦♥ 0✐$✉❡ ❧❛ ♣♦0✐$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣❛❧❛①✐❡ ❡0$ ❡♥ ❡①♣❛♥0✐♦♥ ✿ ❛✉ ❝♦✉&0 ❞✉ $❡♠♣0✱ ✐❧ 0❡

❞✐❧❛$❡ ♣&♦♣♦&$✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥$ ; ✉♥ ♣❛&❛♠<$&❡ ❞✬(❝❤❡❧❧❡ a(t) 0❛♥0 ❞✐♠❡♥0✐♦♥✱ ❞❡ 0♦&$❡ 1✉❡ ❧❛ ♣♦0✐$✐♦♥
❞✬✉♥❡ ❣❛❧❛①✐❡ ❆ ♣❛& &❛♣♣♦&$ ; ♥♦✉0 ✭❧❛ ❱♦✐❡ ❧❛❝$(❡ ❡0$ ❡♥ ❖✮ ❡0$ ✿

−→

❖❆ = ~r(t) = a(t)~χ

♦A ~χ ❡0$ ✉♥ ✈❡❝$❡✉& ❝♦♥0$❛♥$✱ ❝❛&❛❝$(&✐0$✐1✉❡ ❞❡ ❧❛ ❣❛❧❛①✐❡ ❆✳ ▲❡0 ❝♦♦&❞♦♥♥(❡0 0♣❤(&✐1✉❡0 (χ, θ, ϕ)
❞❡ ~χ 0♦♥$ ❛♣♣❡❧(❡0 ❝♦♦&❞♦♥♥(❡0 ❝♦♠♦❜✐❧❡0 ❞❡ ❧❛ ❣❛❧❛①✐❡ ❆✳ ▲❛ ✜❣✉&❡ ✷ ✐❧❧✉0$&❡ ❝❡$$❡ ✐♥$❡&♣&($❛$✐♦♥✳

❋✐❣✉$❡ ✷ ✕ ❊①♣❛♥0✐♦♥ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡&0✳ ▲❛ ♣♦0✐$✐♦♥ ❡$ ❧❛ ✈✐$❡00❡ ❞❡ ❧❛ ❣❛❧❛①✐❡ ❆ 0♦♥$ &❡♣&(0❡♥$(❡0 ;

❞❡✉① ✐♥0$❛♥$0 ❞✐✛(&❡♥$0 t1 ❡$ t2 ✭❛✈❡❝ t2 > t1✮✳ ❊♥$&❡ ❧❡0 ✐♥0$❛♥$0 t1 ❡$ t2 ✱ ❧✬❡①♣❛♥0✐♦♥ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡&0

0✬❡0$ $&❛❞✉✐$❡ ♣❛& ✉♥❡ ❤♦♠♦$❤($✐❡ ❞❡ ❝❡♥$&❡ ❖ ❡$ ❞❡ &❛♣♣♦&$

a(t2)
a(t1)

✳

❈♦♠♠❡ ♣♦✉& ❧❡ ♣❛&❛♠<$&❡ ❞❡ ❍✉❜❜❧❡✱ ♦♥ ♥♦$❡&❛ ✿

a0 = a(t0)

❚❡❧ 1✉✬♦♥ ✈✐❡♥$ ❞❡ ❧✬✐♥$&♦❞✉✐&❡✱ ❧❡ ♣❛&❛♠<$&❡ ❞✬(❝❤❡❧❧❡ a(t) ❡0$ ❞(✜♥✐ ; ✉♥❡ ❝♦♥0$❛♥$❡ ♠✉❧$✐♣❧✐❝❛$✐✈❡
♣&<0✳ ❖♥ ♣♦✉&&❛✐$ ❞♦♥❝ ❛&❜✐$&❛✐&❡♠❡♥$ ✐♠♣♦0❡& a0 = 1 ❀ ❧❛ ❝♦♦&❞♦♥♥(❡ ❝♦♠♦❜✐❧❡ χ ❞❡ ❧❛ ❣❛❧❛①✐❡ ❆

&❡♣&(0❡♥$❡&❛✐$ ❛❧♦&0 ❧❛ ❞✐0$❛♥❝❡ 1✉✐ ♥♦✉0 0(♣❛&❡ ❞❡ ❆ ; ❧✬✐♥0$❛♥$ ♣&(0❡♥$ t0✳

✹✮ ❊①♣&✐♠❡& ❧❡ ♣❛&❛♠<$&❡ ❞❡ ❍✉❜❜❧❡ H(t) ❡♥ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞✉ ♣❛&❛♠<$&❡ ❞✬(❝❤❡❧❧❡ a(t)✳

✷ ➱✈♦❧✉'✐♦♥ ❞✉ ♣❛-❛♠/'-❡ ❞✬2❝❤❡❧❧❡ a(t) ❡♥ ❝♦5♠♦❧♦❣✐❡ ♥❡✇'♦♥✐❡♥♥❡

▲✬♦❜❥❡❝$✐❢ ❞❡ ❝❡$$❡ ♣❛&$✐❡ ❡0$ ❞❡ ♠♦❞(❧✐0❡& ❧✬(✈♦❧✉$✐♦♥ $❡♠♣♦&❡❧❧❡ ❞✉ ♣❛&❛♠<$&❡ ❞✬(❝❤❡❧❧❡ a(t) 0♦✉0
❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❣&❛✈✐$❛$✐♦♥✳ ❉❛♥0 ❧❛ 0✉✐$❡✱ $♦✉$❡0 ❧❡0 0$&✉❝$✉&❡0 ❣&❛✈✐$❛$✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥$ ❧✐(❡0✱ ❣❛❧❛①✐❡0

♦✉ ❛♠❛0 ❞❡ ❣❛❧❛①✐❡0✱ 0♦♥$ ❞(0✐❣♥(❡0 0♦✉0 ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❣❛❧❛①✐❡0✳ ❉❛♥0 ❝❡$$❡ ♣❛&$✐❡✱ ♦♥ 0✉♣♣♦0❡&❛ 1✉❡

$♦✉$❡ ❧❛ ♠❛00❡ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡&0 ❡0$ 0✐$✉(❡ ❞❛♥0 ❝❡0 ❣❛❧❛①✐❡0✳

✺✮ ●&❛✈✐$❛$✐♦♥ ♥❡✇$♦♥✐❡♥♥❡

➱❝&✐&❡ ❧❡0 (1✉❛$✐♦♥0 ❧♦❝❛❧❡0 ✈(&✐✜(❡0 ♣❛& ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❣&❛✈✐$❛$✐♦♥♥❡❧ ~g ❝&(( ♣❛& ✉♥❡ &(♣❛&$✐$✐♦♥ ❞❡

♠❛00❡ ❝❛&❛❝$(&✐0(❡ ♣❛& ❧❛ ❞❡♥0✐$( ✈♦❧✉♠✐1✉❡ ❞❡ ♠❛00❡ ρ(~r)✳

✸
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✻✮ ▲❛ ❣❛❧❛①✐❡ ❆✱ ❞❡ ♠❛++❡ m✱ ❡+, +♦✉♠✐+❡ / ❧✬✐♥,❡2❛❝,✐♦♥ ❣2❛✈✐,❛,✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡+ ❛✉,2❡+ ❣❛❧❛①✐❡+ ❡,

❛♠❛+ ❞❡ ❣❛❧❛①✐❡+ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡2+✳ ❉❛♥+ ❝❡,,❡ 8✉❡+,✐♦♥ ♦♥ ❢❡2❛ ❧✬❤②♣♦,❤=+❡ 8✉❡ ❧❡ 2>❢>2❡♥,✐❡❧ ❝❡♥,2>

+✉2 ❧❛ ❱♦✐❡ ❧❛❝,>❡ ❖✱ ❞♦♥, ❧❡+ ❛①❡+ ♣♦✐♥,❡♥, +✉2 ,2♦✐+ ❣❛❧❛①✐❡+ ❧♦✐♥,❛✐♥❡+✱ ❡+, ✉♥ 2>❢>2❡♥,✐❡❧

❣❛❧✐❧>❡♥✳ ❉✬❛✉,2❡ ♣❛2, ❧❛ ❞❡♥+✐,> ❞❡ ♠❛++❡ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡2+✱ ✉♥✐❢♦2♠❡ +✉2 ✉♥❡ ❣2❛♥❞❡ ♣❧❛❣❡ ❞❡

❞✐+,❛♥❝❡+✱ +❡2❛ +✉♣♣♦+>❡ +✬❛♥♥✉❧❡2 / ,2=+ ❣2❛♥❞❡ ❞✐+,❛♥❝❡ ❞❡ ❖

✶

✳

❉>,❡2♠✐♥❡2 ❧✬❛❝❝>❧>2❛,✐♦♥

~̈r = d2~r
dt2

❞❡ ❧❛ ❣❛❧❛①✐❡ ❆✳ ❊♥ ❞>❞✉✐2❡ ❧✬❡①♣2❡++✐♦♥ ❞❡ ä ❡♥ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞❡

G, ρ ❡, a✳

✼✮ ❈♦♠♠❡♥, >✈♦❧✉❡ ❛✉ ❝♦✉2+ ❞✉ ,❡♠♣+ ❧❛ ♠❛++❡ Mr ❞❡ ❧❛ ♣❛2,✐❡ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡2+ ✐♥,>2✐❡✉2❡ / ❧❛

+♣❤=2❡ ❞❡ ❝❡♥,2❡ ❖ ❡, ❞❡ 2❛②♦♥ r(t) ❄
❊♥ ❞>❞✉✐2❡ ❧✬❡①♣2❡++✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥+✐,> ❞❡ ♠❛++❡ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡2+ ρ(t) / ❧✬✐♥+,❛♥, t ❡♥ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞❡ +❛
✈❛❧❡✉2 / ❧✬✐♥+,❛♥, ♣2>+❡♥, t0✱ ♥♦,>❡ ρ0 = ρ(t0)✱ ❞✉ ♣❛2❛♠=,2❡ ❞✬>❝❤❡❧❧❡ a(t) ❡, ❞❡ a0✳

✽✮ ▼♦♥,2❡2 8✉❡ ❧❛ 8✉❛♥,✐,> ȧ2− 8πG
3

ρ0a
3
0

a
❡+, ✉♥❡ ❝♦♥+,❛♥,❡ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥,✱ 8✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡2❛ K✳

■♥,❡2♣2>,❡2 ❧❡+ ❞❡✉① ,❡2♠❡+ ❞❡ ❝❡,,❡ ❡①♣2❡++✐♦♥ ❡, ❧❛ ❝♦♥+,❛♥,❡ K ❡♥ ,❡2♠❡+ >♥❡2❣>,✐8✉❡+✳

✾✮ ❊♥ ❞>❞✉✐2❡ 8✉❡ ❧✬>✈♦❧✉,✐♦♥ ❞✉ ♣❛2❛♠=,2❡ ❞✬>❝❤❡❧❧❡ a(t) ❡+, ❞>❝2✐,❡ ♣❛2 ❧✬>8✉❛,✐♦♥ ❞✐✛>2❡♥,✐❡❧❧❡
❞✉ ♣2❡♠✐❡2 ♦2❞2❡ ✿

ȧ2

a2
−

8πG

3
ρ0

a30
a3

=
a20
a2

(H2
0 −

8πG

3
ρ0) (3)

❈❡,,❡ >8✉❛,✐♦♥ ❞✬>✈♦❧✉,✐♦♥ ❞❡ a(t) ❡+, ❛♣♣❡❧>❡ >8✉❛,✐♦♥ ❞❡ ❋2✐❡❞♠❛♥♥✲▲❡♠❛J,2❡✳

✶✵✮ ❉>,❡2♠✐♥❡2 ❧❡ ♣❛2❛♠=,2❡ ❞✬>❝❤❡❧❧❡ a(t) ❞✬✉♥ ❯♥✐✈❡2+ ✈✐❞❡✱ ❞♦♥, ❧❛ ❞❡♥+✐,> ❞❡ ♠❛++❡ ❡+,

♥✉❧❧❡ ✭ρ0 = 0✮✳ ❖♥ ❡①♣2✐♠❡2❛ a(t) ❡♥ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞❡ t ❡, ❞❡ H0, a0 ❡, t0✳

▼♦♥,2❡2 8✉✬✐❧ ❡①✐+,❡ ✉♥ ✐♥+,❛♥, t′ ,❡❧ 8✉❡ a(t′) = 0✱ ❡, ❡♥ ❞♦♥♥❡2 ✉♥❡ ✐♥,❡2♣2>,❛,✐♦♥✳
◗✉❡❧ +❡2❛✐, ❧✬N❣❡ ❛❝,✉❡❧ T0 ✭✐✳❡✳ / ❧✬✐♥+,❛♥, ♣2>+❡♥, t0✮ ❞✬✉♥ ❯♥✐✈❡2+ ✈✐❞❡ ✭♦✉ 8✉❛+✐ ✈✐❞❡✮ ❄

▲✬>✈❛❧✉❡2 ♥✉♠>2✐8✉❡♠❡♥, ✭❡♥ ❛♥♥>❡+✮✳

✶✶✮ ▼♦♥,2❡2 8✉❡ ♣♦✉2 ✉♥❡ ❞❡♥+✐,> ❞❡ ♠❛++❡ ρ0 +✉♣>2✐❡✉2❡ / ✉♥❡ ❝❡2,❛✐♥❡ ✈❛❧❡✉2✱ ❛♣♣❡❧>❡

❞❡♥+✐,> ❞❡ ♠❛++❡ ❝2✐,✐8✉❡ ρc ✭/ ❧✬✐♥+,❛♥, ♣2>+❡♥,✮✱ ❧✬❯♥✐✈❡2+ ♥❡ ♣❡✉, O,2❡ ,♦✉❥♦✉2+ ❡♥ ❡①♣❛♥+✐♦♥✳

❊①♣2✐♠❡2 ρc ❡♥ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞❡ H0 ❡, G✱ ❡, ❧✬>✈❛❧✉❡2 ♥✉♠>2✐8✉❡♠❡♥, ✭♦♥ ♣2❡♥❞2❛ G = 6, 67 ×

10−11
♠

3
· ❦❣

−1
· +

−2
✮✳ ❈♦♠♠❡♥,❡2 ❧✬♦2❞2❡ ❞❡ ❣2❛♥❞❡✉2 ❞✉ 2>+✉❧,❛, ♦❜,❡♥✉ ✭♦♥ 2❛♣♣❡❧❧❡ 8✉❡ ❧❛

♠❛++❡ ❞✉ ♣2♦,♦♥ ❡+, mp = 1, 67× 10−27
❦❣✮✳

✶✷✮ ❉❛♥+ ❧❡ ❝❛+ ♦S ρ0 = ρc ✭❝✬❡+,✲/✲❞✐2❡ ♣♦✉2 ✉♥ ❯♥✐✈❡2+ ❝2✐,✐8✉❡✮✱ ❞>,❡2♠✐♥❡2 ❝♦♠♠❡♥, >✈♦❧✉❡

❧❡ ♣❛2❛♠=,2❡ ❞✬>❝❤❡❧❧❡ a(t) ❡♥ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞✉ ,❡♠♣+ t✳
◗✉❡❧ +❡2❛✐, ❛❧♦2+ ❧✬N❣❡ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡2+ ❄

✶✸✮ ❉❡+ 8✉❡+,✐♦♥+ ♣2>❝>❞❡♥,❡+ 2❡++♦2, ❝❧❛✐2❡♠❡♥, ❧✬✐♥,>2O, ❞✬✐♥,2♦❞✉✐2❡ ❞❡+ ❝♦♦2❞♦♥♥>❡+ 2>❞✉✐,❡+

❞❡ ,❡♠♣+ τ = H0t✱ ❞❡ ❞❡♥+✐,> ❞❡ ♠❛++❡ Ω0 =
ρ0
ρc
✭/ ❧✬✐♥+,❛♥, ♣2>+❡♥, t0✮ ❡, ❞❡ ♣❛2❛♠=,2❡ ❞✬>❝❤❡❧❧❡

x = a
a0
✳

➱❝2✐2❡ ❧✬>8✉❛,✐♦♥ ❞❡ ❋2✐❡❞♠❛♥♥✲▲❡♠❛J,2❡ ✭✸✮ ❡♥ ❝♦♦2❞♦♥♥>❡+ 2>❞✉✐,❡+✳

✶✹✮ ▲✬✐♥,>❣2❛,✐♦♥ ❞❡ ❧✬>8✉❛,✐♦♥ ❞✐✛>2❡♥,✐❡❧❧❡ ✭✸✮ ♣❡2♠❡, ❞❡ ❞>❝2✐2❡ ❧❛ ❞>♣❡♥❞❛♥❝❡ ,❡♠♣♦2❡❧❧❡

❞✉ ♣❛2❛♠=,2❡ ❞✬>❝❤❡❧❧❡ a(t) ❞✬✉♥ ❯♥✐✈❡2+ ❤♦♠♦❣=♥❡ ❡, ♥❡ ❝♦♥,❡♥❛♥, 8✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛,✐=2❡ ♥♦♥

2❡❧❛,✐✈✐+,❡✳ ▲❛ ✜❣✉2❡ ✸ ♣2>+❡♥,❡ ❝❡,,❡ ❞>♣❡♥❞❛♥❝❡ ,❡♠♣♦2❡❧❧❡ ♣♦✉2 ❞✐✛>2❡♥,❡+ ✈❛❧❡✉2+ ❞❡ ρ0 ✭♦✉

❞❡ Ω0 =
ρ0
ρc
✮✳

✶✹✲❛✮ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❯♥✐✈❡2+ ✓ ♦✉✈❡2, ✔ ✉♥ ❯♥✐✈❡2+ ❞♦♥, ❧✬❡①♣❛♥+✐♦♥ +❡ ♣♦✉2+✉✐, +❛♥+ ✜♥✳ ■♥✈❡2✲

+❡♠❡♥,✱ ♣♦✉2 ✉♥ ❯♥✐✈❡2+ ✓ ❢❡2♠> ✔✱ ❧❡ ♣❛2❛♠=,2❡ ❞✬>❝❤❡❧❧❡ a(t) 2❡+,❡ ✜♥✐✳ ❉❛♥+ 8✉❡❧ ❝❛+ ✉♥
❯♥✐✈❡2+ ✭❤♦♠♦❣=♥❡ ❡, ♥♦♥ 2❡❧❛,✐✈✐+,❡✮ ❡+,✲✐❧ ♦✉✈❡2, ♦✉ ❢❡2♠> ❄ ■♥,❡2♣2>,❡2 ❝❡ ❝♦♠♣♦2,❡♠❡♥, ❡♥

,❡2♠❡+ ❞✬>♥❡2❣✐❡ ♠>❝❛♥✐8✉❡ ❞❡ ❧❛ ❣❛❧❛①✐❡ ❆✳

✶✹✲❜✮ ◗✉❡ ❞❡✈✐❡♥, ✉♥ ❯♥✐✈❡2+ ❢❡2♠> ❛♣2=+ 8✉✬✐❧ ❛✐, ❛,,❡✐♥, +♦♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬❡①♣❛♥+✐♦♥ ❄ ❊♥ ❥✉+✲

✶✳ ❈❡$$❡ ❤②♣♦$❤)*❡ ❛❞ ❤♦❝ *❡ ❥✉*$✐✜❡ ❡♥ 3❡❧❛$✐✈✐$6 ❣6♥63❛❧❡✳
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❞✉ ♣❛(❛♠7 (❡ ❞✬,❝❤❡❧❧❡ ❛♣(74 ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬❡①♣❛♥4✐♦♥ ❡4 (❡❧✐,❡ : ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♠;♠❡ ♣❛(❛♠7 (❡

❛✈❛♥ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬❡①♣❛♥4✐♦♥✳ ❊♥ ❞,❞✉✐(❡ -✉❡✱ ♣♦✉( ✉♥ ❯♥✐✈❡(4 ❢❡(♠,✱ ✐❧ ❛♣♣❛(❛@ ✉♥❡ ♥♦✉✲

✈❡❧❧❡ 4✐♥❣✉❧❛(✐ , ❞❛♥4 ❧❡ ❢✉ ✉(✱ ❝✬❡4 ✲:✲❞✐(❡ -✉✬✐❧ ❡①✐4 ❡ ✉♥ ✐♥4 ❛♥ t” > t0  ❡❧ -✉❡ a(t”) = 0✳
✶✹✲❝✮ ❊①♣❧✐-✉❡( ♣♦✉(-✉♦✐✱ : ❧✬❡①❝❡♣ ✐♦♥ ❞✉ ❝❛4 ❞✬✉♥ ❯♥✐✈❡(4 ✈✐❞❡ ❞❡ ♠❛44❡✱ ❧✬❡①♣❛♥4✐♦♥ ❞❡

❧✬❯♥✐✈❡(4 ❡4  ♦✉❥♦✉(4 (❛❧❡♥ ✐❡✳
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❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐44❛♥❝❡ ❞❡ 4❛ ❞❡♥4✐ , ❞❡ ♠❛44❡ ρ0 ❡ ✐♥ ❡(♣(, ❡( ♣❤②4✐-✉❡♠❡♥ ❝❡ ❝♦♠♣♦( ❡♠❡♥ ✳

❋✐❣✉$❡ ✸ ✕ ❉,♣❡♥❞❛♥❝❡  ❡♠♣♦(❡❧❧❡ ❞✉ ♣❛(❛♠7 (❡ ❞✬,❝❤❡❧❧❡ a(t) ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡(4 ✭4✉♣♣♦4, ❤♦♠♦❣7♥❡

❡ ♥❡ ❝♦♥ ❡♥❛♥ -✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛ ✐7(❡ ♥♦♥ (❡❧❛ ✐✈✐4 ❡✮ ♣♦✉( ❞✐✛,(❡♥ ❡4 ✈❛❧❡✉(4 ❞❡ ❧❛ ❞❡♥4✐ , ❞❡ ♠❛44❡

ρ0 : ❧✬✐♥4 ❛♥ ♣(,4❡♥ t0 ✭♦✉ ❞❡ Ω0 =
ρ0
ρc

✮✳

✸ ❉❡ (✉♦✐ ❡,- ❝♦♥,-✐-✉/ ❧✬❯♥✐✈❡4, ❄

✸✳✶ ▲❛ ♠❛&✐()❡ ❜❛)②♦♥✐/✉❡ ❡& ❧❛ ♠❛&✐()❡ ♥♦✐)❡
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♣❛( ✉♥❡  ❤,♦(✐❡ ♥♦♥ (❡❧❛ ✐✈✐4 ❡ ❞❡ ❧❛ ❣(❛✈✐ ❛ ✐♦♥✱ ♥❡ ❞,♣❡♥❞ -✉❡ ❞❡ 4❛ ❞❡♥4✐ , ❞❡ ♠❛44❡ : ❧✬✐♥4 ❛♥ 

♣(,4❡♥ t0✱ 4♦✐ ❞❡ Ω0 =
ρ0
ρc

✳ ❈❡❝✐ 4✉❣❣7(❡ ❞❡ ❞, ❡(♠✐♥❡( ❧❛ ❞❡♥4✐ , ❞❡ ♠❛44❡ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡(4✳
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❞❡ ❧❛ ♠❛44❡ ❞❡ ❝❡4 ♦❜❥❡ 4 ❛4 (♦♣❤②4✐-✉❡4✳ R❧✉4 ❡♥❝♦(❡✱ ❧✬, ✉❞❡ ❞❡4 ,♠✐44✐♦♥4 ❳ ❞✬❛♠❛4 ❞❡ ❣❛❧❛①✐❡4

❛ ♣❡(♠✐4 ❞❡ ♠♦♥ (❡( -✉❡ ❧❛ ♠❛44❡  ♦ ❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛♠❛4 ❡4 ❧❛(❣❡♠❡♥ 4✉♣,(✐❡✉(❡ : ❧❛ ♠❛44❡  ♦ ❛❧❡ ❞❡4

✺
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♣!♦#♦♥%✱ ♥♦②❛✉①✱ +❧❡❝#!♦♥% ♣!+%❡♥#% ❞❛♥% ❧✬❛♠❛%✱ ❝✬❡%#✲3✲❞✐!❡ ❝❡ 5✉❡ ❧❡% ❝♦%♠♦❧♦❣✐%#❡% ♦♥# ❝♦✉#✉♠❡

❞✬❛♣♣❡❧❡! ❧❛ ♠❛%%❡ ❜❛!②♦♥✐5✉❡ ❞❡ ❧✬❛♠❛%

✷

✳ ❖♥ ❞♦✐# ❞♦♥❝ ❡♥✈✐%❛❣❡! ❧❛ ♣!+%❡♥❝❡ ❞❛♥% ❧✬❯♥✐✈❡!% ❞❡

♠❛#✐<!❡ ♥♦✐!❡✱ ❝♦♥%#✐#✉+❡ ❞❡ ♣❛!#✐❝✉❧❡% 5✉✐ ♥❡ %♦♥# ♣❛% ❞❡% ✓ ❜❛!②♦♥% ✔ ❛✉ %❡♥% ❝♦%♠♦❧♦❣✐5✉❡ ❞✉

#❡!♠❡✱ ❡# ❞♦♥# ♦♥ ♥❡ ❝♦♥♥❛✐# ♣❛% ❛❝#✉❡❧❧❡♠❡♥# ❧❛ ♥❛#✉!❡✳ ▲❡% ✈❛❧❡✉!% ❧❡% ♣❧✉% !+❝❡♥#❡% ❞❡% ❞❡♥%✐#+%

❞❡ ♠❛%%❡✱ ♥♦!♠❛❧✐%+❡% 3 ❧❛ ❞❡♥%✐#+ ❝!✐#✐5✉❡ ρc✱ ❞❡ ❧❛ ♠❛#✐<!❡ ❜❛!②♦♥✐5✉❡ ✭✐♥❞✐❝+❡ ❇✮ ❡# ❞❡ ❧❛ ♠❛#✐<!❡

♥♦✐!❡ ✭✐♥❞✐❝+❡ ❉▼ ♣♦✉! ✓ ❞❛!❦ ♠❛##❡! ✔✮ %♦♥# !❡%♣❡❝#✐✈❡♠❡♥# ✿

ΩB =
ρB(t0)

ρc
≈ 0, 05

ΩDM =
ρDM (t0)

ρc
≈ 0, 26 (4)

❚❛♥# ❧❛ ♠❛#✐<!❡ ❜❛!②♦♥✐5✉❡ 5✉❡ ❧❛ ♠❛#✐<!❡ ♥♦✐!❡ %♦♥# ❝♦♥%✐❞+!+❡% ❝♦♠♠❡ ♥♦♥ !❡❧❛#✐✈✐%#❡%✳ ❆✐♥%✐ ❧❛

❞❡♥%✐#+ ❞❡ ♠❛%%❡✱ ♥♦!♠❛❧✐%+❡ 3 ρc✱ ❞❡ ❧❛ ♠❛#✐<!❡ ♥♦♥ !❡❧❛#✐✈✐%#❡ ✭5✉✬♦♥ ♥♦#❡!❛ ❞+%♦!♠❛✐% ❛✈❡❝ ✉♥

✐♥❞✐❝❡ ▼✮ ❡%#

ΩM = ΩB +ΩDM

✶✺✮ ▲✬❯♥✐✈❡!% ❝♦♠♣♦%+ ❞❡ ♠❛#✐<!❡ ❜❛!②♦♥✐5✉❡ ❡# ❞❡ ♠❛#✐<!❡ ♥♦✐!❡✱ ❞♦♥# ❧❡% ❞❡♥%✐#+% ❞❡ ♠❛%%❡

✭3 ❧✬✐♥%#❛♥# ♣!+%❡♥# t0✮ %♦♥# ❞♦♥♥+❡% ♣❛! ❧❡% !❡❧❛#✐♦♥% ✭✹✮ ❡%#✲✐❧ ♦✉✈❡!# ♦✉ ❢❡!♠+ ❄

✶✻✮ ▼♦♥#!❡! 5✉❡✱ ♣♦✉! ✉♥ ❯♥✐✈❡!% ❤♦♠♦❣<♥❡ ❞+❝!✐# ♣❛! ✉♥❡ #❤+♦!✐❡ ♥♦♥ !❡❧❛#✐✈✐%#❡ ❞❡ ❧❛

❣!❛✈✐#❛#✐♦♥✱ ❧✬+5✉❛#✐♦♥ ❞❡ ❋!✐❡❞♠❛♥♥✲▲❡♠❛N#!❡ ✭+5✉❛#✐♦♥ ✭✸✮✮ %✬+❝!✐# ❡♥❝♦!❡ ✿

ȧ2

a2
=

8πG

3
ρ+

K

a2
(5)

♦P ρ ❡%# ❧❛ ❞❡♥%✐#+ ❞❡ ♠❛%%❡ 3 ❧✬✐♥%#❛♥# t✱ ❡# K ❧❛ ❝♦♥%#❛♥#❡ ✐♥#!♦❞✉✐#❡ 3 ❧❛ 5✉❡%#✐♦♥ ✽✳

✸✳✷ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛-✐/0❡ 0❡❧❛-✐✈✐2-❡ ❡- ❞✉ 0❛②♦♥♥❡♠❡♥- 2✉0 ❧✬67✉❛-✐♦♥ ❞❡

❋0✐❡❞♠❛♥♥✲▲❡♠❛;-0❡

❉❛♥% ❧❡ ❝❛❞!❡ ❞✬✉♥❡ #❤+♦!✐❡ !❡❧❛#✐✈✐%#❡ ❞❡ ❧❛ ❣!❛✈✐#❛#✐♦♥ ✭❝✬❡%#✲3✲❞✐!❡ ❡♥ !❡❧❛#✐✈✐#+ ❣+♥+!❛❧❡✮✱ ♦♥

♦❜#✐❡♥# ✉♥❡ +5✉❛#✐♦♥ ❞❡ ❋!✐❡❞♠❛♥♥✲▲❡♠❛N#!❡ ❡♥ #♦✉# ♣♦✐♥# ✐❞❡♥#✐5✉❡ 3 ❧✬+5✉❛#✐♦♥ ✭✺✮✳ ❚♦✉#❡❢♦✐%

❧✬✐♥#❡!♣!+#❛#✐♦♥ ❞❡% ❞✐✛+!❡♥#% ♣❛!❛♠<#!❡% ✐♥#❡!✈❡♥❛♥# ❞❛♥% ❝❡##❡ +5✉❛#✐♦♥ ✭✺✮ ❡%# ❧+❣<!❡♠❡♥# ❞✐✛+✲

!❡♥#❡ ✿

• ρ ❡%# #♦✉❥♦✉!% ❧❛ ❞❡♥%✐#+ ❞❡ ♠❛%%❡ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡!% ✭%✉♣♣♦%+ ❤♦♠♦❣<♥❡✮✳ ❊♥ ✈❡!#✉ ❞❡ ❧✬+5✉✐✈❛❧❡♥❝❡

♠❛%%❡✲+♥❡!❣✐❡ ♣!♦♣!❡ 3 ❧❛ ♠+❝❛♥✐5✉❡ !❡❧❛#✐✈✐%#❡✱ ❝❡##❡ ❞❡♥%✐#+ ❡%# ♣!♦♣♦!#✐♦♥♥❡❧❧❡ 3 ❧❛ ❞❡♥%✐#+ ❞✬+♥❡!✲

❣✐❡ u ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡!% ✿ u = ρc2✳ ρ ❛♣♣❛!❛N# ❝♦♠♠❡ ❧❛ %♦♠♠❡ ❞❡ ❞❡✉① ❝♦♥#!✐❜✉#✐♦♥% ✿

✲ ❧❛ ❞❡♥%✐#+ ❞❡ ♠❛%%❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛#✐<!❡ ♥♦♥ !❡❧❛#✐✈✐%#❡ 5✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡!❛ ❞+%♦!♠❛✐% ρM ✱

✲ ❧❛ ❝♦♥#!✐❜✉#✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛#✐<!❡ !❡❧❛#✐✈✐%#❡ ❡# ❞✉ !❛②♦♥♥❡♠❡♥#✱ ♥♦#+❡ ρR✳

▲❛ ♠❛#✐<!❡ ♥♦♥ !❡❧❛#✐✈✐%#❡ ❡%# ❝♦♥%#✐#✉+❡ ❞❡ ✓ ❜❛!②♦♥% ✔ ✭♣!♦#♦♥%✱ ♥♦②❛✉① ❡# +❧❡❝#!♦♥%✮ ❡# ❞❡ ♠❛✲

#✐<!❡ ♥♦✐!❡✳ ▼❛✐% ✐❧ ❡①✐%#❡ ❛✉%%✐ ❞❡% ♣❛!#✐❝✉❧❡% !❡❧❛#✐✈✐%#❡%✱ ❧❡% ♣❧✉% ❛❜♦♥❞❛♥#❡% +#❛♥# ❧❡% ♥❡✉#!✐♥♦%✱

❡# ❧❡% ♣❤♦#♦♥%✱ ❡♥ ❡✛❡# ❧✬❯♥✐✈❡!% ❜❛✐❣♥❡ ❞❛♥% ✉♥ !❛②♦♥♥❡♠❡♥# +❧❡❝#!♦♠❛❣♥+#✐5✉❡✱ ❛♣♣❡❧+ ❢♦♥❞ ❞❡

!❛②♦♥♥❡♠❡♥# ❝♦%♠✐5✉❡ ✭✈♦✐! ♣❛!#✐❡ ✺✮✳

• ❧❡ %❡❝♦♥❞ #❡!♠❡ ❞✉ ♠❡♠❜!❡ ❞❡ ❞!♦✐#❡✱ ❡# ❞♦♥❝ ❧❛ ❝♦♥%#❛♥#❡K✱ %♦♥# !❡❧✐+% 3 ❧❛ ❝♦✉!❜✉!❡ ❞❡ ❧✬❡%♣❛❝❡✱

♣!♦♣!❡ 3 ❧❛ !❡❧❛#✐✈✐#+ ❣+♥+!❛❧❡✳

✷✳ ▲❡$ %❧❡❝()♦♥$ ✭-✉✐ $♦♥( ❞❡$ ❧❡♣(♦♥$✮ ❝♦♥()✐❜✉❡♥( 4 ❝❡((❡ ♠❛$$❡ ❜❛)②♦♥✐-✉❡✱ ♠❛✐$ ✐❧$ ② ❝♦♥()✐❜✉❡♥( ❢❛✐❜❧❡♠❡♥(✱

❝♦♠♣(❡ (❡♥✉ ❞✉ )❛♣♣♦)( ❞❡$ ♠❛$$❡$ ❞❡ ❧✬%❧❡❝()♦♥ ❡( ❞✉ ♣)♦(♦♥✳

✻
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✹ ❚❤❡#♠♦❞②♥❛♠✐+✉❡ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡#1

✶✼✮ ❊♥ ❛♣♣❧✐&✉❛♥( ❧❡ ♣*❡♠✐❡* ♣*✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ (❤❡*♠♦❞②♥❛♠✐&✉❡ 1 ❧❛ ♣❛*(✐❡ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡*5 ✐♥(6*✐❡✉*❡

1 ❧❛ 5♣❤7*❡ ❞❡ *❛②♦♥ r(t) = a(t)χ ❡( ❡♥ ❛❞♠❡((❛♥( &✉❡ ❝❡((❡ ♣❛*(✐❡ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡*5 ❛ ✉♥❡ 6✈♦❧✉(✐♦♥
❛❞✐❛❜❛(✐&✉❡✱ 6❝*✐*❡ ❧✬6&✉❛(✐♦♥ ❞✐✛6*❡♥(✐❡❧❧❡ *❡❧✐❛♥( ❧❛ ❞❡♥5✐(6 ❞✬6♥❡*❣✐❡ ✭✐♥(❡*♥❡✮ u ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡*5

❡( 5❛ ♣*❡55✐♦♥ P ✳

✶✽✮ ❊♥ ✉(✐❧✐5❛♥( ❧❛ *❡❧❛(✐♦♥ ❞❡ ❝♦**❡5♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥(*❡ ♠❛55❡ ❡( 6♥❡*❣✐❡✱ ❞♦♥❝ ❡♥(*❡ ❞❡♥5✐(65 ❞❡

♠❛55❡ ρ ❡( ❞✬6♥❡*❣✐❡ u✱ ❡♥ ❞6❞✉✐*❡ ✿

ρ̇+ 3
ȧ

a
(ρ+

P

c2
) = 0 (6)

■❧ *❡5(❡ 1 ❝♦♥♥❛A(*❡ ❧❛ *❡❧❛(✐♦♥ ❡♥(*❡ ρ ❡( P ✱ ❝✬❡5(✲1✲❞✐*❡ ❧✬6&✉❛(✐♦♥ ❞✬6(❛( ❞❡ ❧❛ ♠❛(✐7*❡ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡*5✳

❈❡((❡ 6&✉❛(✐♦♥ ❞✬6(❛( ♥✬❡5( ♣❛5 ❧❛ ♠D♠❡ 5❡❧♦♥ &✉✬♦♥ 5✬✐♥(6*❡55❡ 1 ❧❛ ♠❛(✐7*❡ ♥♦♥ *❡❧❛(✐✈✐5(❡ ♦✉

❛✉ *❛②♦♥♥❡♠❡♥( 6❧❡❝(*♦♠❛❣♥6(✐&✉❡ ✭♦✉ 1 ❧❛ ♠❛(✐7*❡ *❡❧❛(✐✈✐5(❡✮✳ ❖♥ ✈❛ ♠❛✐♥(❡♥❛♥( *❡❝❤❡*❝❤❡*

❧✬6&✉❛(✐♦♥ ❞✬6(❛( ❞❡ ❧❛ ♠❛(✐7*❡ ♥♦♥ *❡❧❛(✐✈✐5(❡✱ ❝✬❡5(✲1✲❞✐*❡ ❧❛ *❡❧❛(✐♦♥ ❡♥(*❡ ❧❛ ❞❡♥5✐(6 ❞❡ ♠❛55❡ ❞❡

❧❛ ♠❛(✐7*❡ ♥♦♥ *❡❧❛(✐✈✐5(❡ ρM ❡( ❧❛ ❝♦♥(*✐❜✉(✐♦♥ PM ❞❡ ❧❛ ♠❛(✐7*❡ ♥♦♥ *❡❧❛(✐✈✐5(❡ 1 ❧❛ ♣*❡55✐♦♥ ❞❡

❧✬❯♥✐✈❡*5✳ F❛* ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠6❧❛♥❣❡ ❞❡ ❣❛③ ♣❛*❢❛✐(5✱ ♦♥ ❝♦♥5✐❞6*❡*❛ PM ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣*❡55✐♦♥

♣❛*(✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛(✐7*❡ ♥♦♥ *❡❧❛(✐✈✐5(❡ ❞❛♥5 ❧✬❯♥✐✈❡*5✳

✶✾✮ ◆♦✉5 ❛✈♦♥5 ❞6❥1 ❡①♣*✐♠6 ❝♦♠♠❡♥( 5❡ ❞✐❧✉❡ ❧❛ ♠❛(✐7*❡ ♥♦♥ *❡❧❛(✐✈✐5(❡ ❛✉ ❝♦✉*5 ❞❡ ❧✬❡①✲

♣❛♥5✐♦♥ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡*5 ✭✈♦✐* &✉❡5(✐♦♥ ✼✮✳ ▼♦♥(*❡* &✉❡ ❧❛ ❝♦♥❝❧✉5✐♦♥ ❞❡ ❝❡((❡ &✉❡5(✐♦♥ ♣❡*♠❡( ❞❡

❞6(❡*♠✐♥❡* ρ̇M ✱ ❝✬❡5(✲1✲❞✐*❡ ❧❛ ❞6♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ (❡♠♣5 ❞❡ ❧❛ ❞❡♥5✐(6 ❞❡ ♠❛55❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛(✐7*❡ ♥♦♥

*❡❧❛(✐✈✐5(❡ ✭♦♥ ♣♦✉**❛ ❡①♣*✐♠❡* ρ̇M ❡♥ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ ρM ✱ a ❡( ȧ✮✳

✷✵✮ ❊♥ ✉(✐❧✐5❛♥( ❧❛ *❡❧❛(✐♦♥ ✭✻✮✱ ❞6(❡*♠✐♥❡* ❧❛ ✈❛❧❡✉* ❞❡ ❧❛ ♣*❡55✐♦♥ PM ✳

✺ ▲❡ #❛②♦♥♥❡♠❡♥: ❡: ❧❛ ♠❛:✐;#❡ #❡❧❛:✐✈✐1:❡

▲✬❡①✐5(❡♥❝❡ ❞✬✉♥ *❛②♦♥♥❡♠❡♥( 6❧❡❝(*♦♠❛❣♥6(✐&✉❡ ❡♥ 6&✉✐❧✐❜*❡ (❤❡*♠♦❞②♥❛♠✐&✉❡ ❜❛✐❣♥❛♥( (♦✉(

❧✬❯♥✐✈❡*5 ❛✈❛✐( 6(6 ♣*6❞✐(❡ ♣❛* ●✳ ●❛♠♦✇✱ ❘✳ ❆❧♣❤❡* ❡( ❘ ❍❡*♠❛♥ 1 ❧❛ ✜♥ ❞❡5 ❛♥♥6❡5 ✶✾✹✵✳ ❈❡

*❛②♦♥♥❡♠❡♥( ❛ 6(6 ♦❜5❡*✈6 ❞❛♥5 ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♠✐❝*♦♦♥❞❡ ♣❛* ❆✳ F❡♥③✐❛5 ❡( ❘✳ ❲✐❧5♦♥ ❡♥ ✶✾✻✹ ❡( ✐♠✲

♠6❞✐❛(❡♠❡♥( ✐♥(❡*♣*6(6 ❝♦♠♠❡ 6(❛♥( ❧❡ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉5 ❝♦5♠♦❧♦❣✐&✉❡ ♣❛* ❘✳❍✳ ❉✐❝❦❡ ❡( ❛❧✳ ■❧ 5✬❛❣✐( ❞✬✉♥

*❛②♦♥♥❡♠❡♥( 6❧❡❝(*♦♠❛❣♥6(✐&✉❡ ✐5♦(*♦♣❡ ✭❡♥ ❛❝❝♦*❞ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣*✐♥❝✐♣❡ ❝♦5♠♦❧♦❣✐&✉❡✮✱ ♥♦♥ ♣♦❧❛*✐56✱

❡♥ 6&✉✐❧✐❜*❡ (❤❡*♠♦❞②♥❛♠✐&✉❡✱ ❛❝(✉❡❧❧❡♠❡♥( 1 ❧❛ (❡♠♣6*❛(✉*❡ T0 = 2, 725 ❑✳ ■❧ ❝♦♥5(✐(✉❡ ❧✬❡55❡♥(✐❡❧
❞✉ *❛②♦♥♥❡♠❡♥( 6❧❡❝(*♦♠❛❣♥6(✐&✉❡ ❞❛♥5 ❧✬❯♥✐✈❡*5✱ ❡( 5❛ ❞❡♥5✐(6 ❞✬6♥❡*❣✐❡ 6❧❡❝(*♦♠❛❣♥6(✐&✉❡ ❡5(

uem = ρemc2✱ ❛✈❡❝

Ωem =
ρem(t0)

ρc
≈ 5, 4× 10−5

❈❡ *❛②♦♥♥❡♠❡♥( 6❧❡❝(*♦♠❛❣♥6(✐&✉❡ ❞❛♥5 ❧❡&✉❡❧ ❜❛✐❣♥❡ ❧✬❯♥✐✈❡*5 ❡5( 1 ❧✬♦*✐❣✐♥❡ ❞✬✉♥❡ ♣*❡55✐♦♥ Pem✱

❛♣♣❡❧6❡ ♣*❡55✐♦♥ ❞❡ *❛❞✐❛(✐♦♥✱ ❡♥ (♦✉( ♣♦✐♥( ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡*5✳ ❖♥ ♠♦♥(*❡ &✉❡ ❝❡((❡ ♣*❡55✐♦♥ ❡5( *❡❧✐6❡

1 ❧❛ ❞❡♥5✐(6 ❞✬6♥❡*❣✐❡ ❞✉ *❛②♦♥♥❡♠❡♥( 6❧❡❝(*♦♠❛❣♥6(✐&✉❡ ♣❛* ❧❛ *❡❧❛(✐♦♥

Pem =
uem

3
(7)

✼
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✷✶✮ ❘❡❧✐❡$ ❧❛ ♣$❡''✐♦♥ P ❞✬✉♥ ❣❛③ ♣❛$❢❛✐0 ♠♦♥♦❛0♦♠✐2✉❡✱ ♥♦♥ $❡❧❛0✐✈✐'0❡✱ 5 '❛ ❞❡♥'✐06 ❞✬6♥❡$❣✐❡

✐♥0❡$♥❡ u ✭❞❛♥' ❧✬6♥❡$❣✐❡ ✐♥0❡$♥❡ ❞❡ ❝❡ ❣❛③✱ ♦♥ ♣$❡♥❞$❛ ❡♥ ❝♦♠♣0❡ ❧✬6♥❡$❣✐❡ ❝✐♥60✐2✉❡ ❞❡ '❡'

❝♦♥'0✐0✉❛♥0'✱ ♠❛✐' ♣❛' ❧❡✉$ 6♥❡$❣✐❡ ❞❡ ♠❛''❡✮✱ ❡0 ❝♦♠♣❛$❡$ ❧❛ $❡❧❛0✐♦♥ ♦❜0❡♥✉❡ ♣♦✉$ ❧❡ ❣❛③

♣❛$❢❛✐0 ♠♦♥♦❛0♦♠✐2✉❡ 5 ❧❛ $❡❧❛0✐♦♥ ✭✼✮✳

▲❛ $❡❧❛0✐♦♥ ✭✼✮ ♣❡✉0 ❛✉''✐ >0$❡ ✐♥0❡$♣$606❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬62✉❛0✐♦♥ ❞✬60❛0 ❞✉ $❛②♦♥♥❡♠❡♥0✱ ❛✉ '❡♥' ♦@ ❧❛

♥♦0✐♦♥ ❞✬62✉❛0✐♦♥ ❞✬60❛0 ❛ 606 ✐♥0$♦❞✉✐0❡ ♣$6❝6❞❡♠♠❡♥0 ✭❞❛♥' ❧❛ ♣❛$0✐❡ ✹✮✱ ❝✬❡'0✲5✲❞✐$❡ ✉♥❡ $❡❧❛0✐♦♥

❡♥0$❡ ❧❛ ♣$❡''✐♦♥ Pem ❞✉❡ ❛✉ $❛②♦♥♥❡♠❡♥0 ❡0 ❧❛ ❝♦♥0$✐❜✉0✐♦♥ ρem ❞✉ $❛②♦♥♥❡♠❡♥0 5 ❧❛ ❞❡♥'✐06 ❞❡

✓ ♠❛''❡ ✔ ρ 2✉✐✱ ♣♦✉$ ❧❡ $❛②♦♥♥❡♠❡♥0✱ ❡'0 ❞6✜♥✐❡ ♣❛$ ρem = uem

c2
✳

❖$ ✐❧ ❡'0 ❛♣♣❛$✉ 2✉❡✱ ♣♦✉$ ❧❛ ♠❛0✐G$❡ ♥♦♥ $❡❧❛0✐✈✐'0❡✱ ❧✬62✉❛0✐♦♥ ❞✬60❛0 ❡'0 ❞✐$❡❝0❡♠❡♥0 $❡❧✐6❡ 5 ❧❛

❢❛H♦♥ '❡❧♦♥ ❧❛2✉❡❧❧❡ ❧❛ ❞❡♥'✐06 ρM '❡ ❞✐❧✉❡ ❛✉ ❝♦✉$' ❞❡ ❧✬❡①♣❛♥'✐♦♥ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡$'✳ ■♥✈❡$'❡♠❡♥0✱ ❞❡

❧✬62✉❛0✐♦♥ ❞✬60❛0 ❞❡ 0❡❧ ♦✉ 0❡❧ ❝♦♥'0✐0✉❛♥0 ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡$'✱ ♦♥ ♣❡✉0 ❞6❞✉✐$❡ ❧❛ ❢❛H♦♥ '❡❧♦♥ ❧❛2✉❡❧❧❡ ❧❛

❞❡♥'✐06 ✈♦❧✉♠✐2✉❡ ❞✬6♥❡$❣✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝♦♥'0✐0✉❛♥0 '❡ ❞✐❧✉❡ ❛✉ ❝♦✉$' ❞❡ ❧✬❡①♣❛♥'✐♦♥ ✭❞❛♥' ❧❛ ♠❡'✉$❡ ♦@

❝❡ ❝♦♠♣♦'❛♥0 ♥✬6❝❤❛♥❣❡ ♣❛' ❞✬6♥❡$❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧❡' ❛✉0$❡' ❝♦♠♣♦'❛♥0' ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡$'✮✳

✷✷✮ ❉6❞✉✐$❡ ❞❡ ❧✬62✉❛0✐♦♥ ❞✬60❛0 ❞✉ $❛②♦♥♥❡♠❡♥0 ✭62✉❛0✐♦♥ ✭✼✮✮ ❧❛ ❢❛H♦♥ ❞♦♥0 ❧❛ ❞❡♥'✐06 ❞✬6♥❡$✲

❣✐❡ ❞✉ $❛②♦♥♥❡♠❡♥0 '❡ ❞✐❧✉❡ ❛✉ ❝♦✉$' ❞❡ ❧✬❡①♣❛♥'✐♦♥✱ ❝✬❡'0✲5✲❞✐$❡ ❧✬❡①♣$❡''✐♦♥ ❞❡ ρem ✭5 ❧✬✐♥'0❛♥0

t✮ ❡♥ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞✉ ♣❛$❛♠G0$❡ ❞✬6❝❤❡❧❧❡ a(t) ❡0 ❞❡' ❝♦♥'0❛♥0❡' ρem0 ❡0 a0 ✭✈❛❧❡✉$' ❞❡ ρem ❡0 ❞❡ a

5 ❧✬✐♥'0❛♥0 ♣$6'❡♥0 t0✮✳

❊♥✜♥✱ ❞❛♥' ❧✬❯♥✐✈❡$'✱ ✐❧ ❡①✐'0❡ ❛✉''✐ ❞❡ ❧❛ ♠❛0✐G$❡ $❡❧❛0✐✈✐'0❡✳ ■❧ '✬❛❣✐0 ❞❡ ♥❡✉0$✐♥♦' $❡❧❛0✐✈✐'0❡'✱ ❡♥

♥♦♠❜$❡ ❝♦♠♣❛$❛❜❧❡ 5 ❝❡❧✉✐ ❞❡' ♣❤♦0♦♥' ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✐✛✉' ❝♦'♠♦❧♦❣✐2✉❡✳ ▲❡' ♥❡✉0$✐♥♦' ✭♥♦06' ν✮ ♦♥0

✉♥❡ ♠❛''❡ ❛✉ $❡♣♦' 0$G' ❢❛✐❜❧❡✱ ♠❛✐' 0$G' ♠❛❧ ❝♦♥♥✉❡ ❀ ❝✬❡'0 ♣♦✉$2✉♦✐ ♦♥ ❝♦♥♥❛✐0 ♠❛❧ ❧❛ ❝♦♥0$✐❜✉0✐♦♥

uν ❞❡ ❝❡' ♥❡✉0$✐♥♦' $❡❧❛0✐✈✐'0❡' 5 ❧❛ ❞❡♥'✐06 ❞✬6♥❡$❣✐❡ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡$'✳ ❖♥ ❡'0✐♠❡ 2✉❡ ❧❡✉$ ❞❡♥'✐06 ❞❡

♠❛''❡ ρν 5 ❧✬✐♥'0❛♥0 ♣$6'❡♥0 t0 ♥♦$♠❛❧✐'6❡ 5 ρc✱ Ων = ρν(t0)
ρc

✱ ❡'0 ❝♦♠♣$✐'❡ ❞❛♥' ❧✬✐♥0❡$✈❛❧❧❡

1, 2× 10−3 < Ων < 1, 6× 10−2

❉❛♥' ❧❛ '✉✐0❡✱ ♦♥ ❛❞♠❡00$❛ 2✉❡ ❧❡' ♥❡✉0$✐♥♦' '❡ ❝♦♠♣♦$0❡♥0 ❝♦♠♠❡ ❧❡ $❛②♦♥♥❡♠❡♥0✱ ❛✉ '❡♥' ♦@ ❧❡✉$

62✉❛0✐♦♥ ❞✬60❛0 ❡'0 ✐❞❡♥0✐2✉❡ 5 ❝❡❧❧❡ ❞✉ $❛②♦♥♥❡♠❡♥0✳ ❙✐ ♦♥ ❞6'✐❣♥❡ ♣❛$ uR = uν + uem ❧❛ ❞❡♥'✐06

❞✬6♥❡$❣✐❡ 0♦0❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛0✐G$❡ $❡❧❛0✐✈✐'0❡ ❡0 ❞✉ $❛②♦♥♥❡♠❡♥0✱ ♣❛$ ρR = uR

c2
❧❡✉$ ❝♦♥0$✐❜✉0✐♦♥ 5 ρ ❡0

♣❛$ PR ❧❡✉$ ❝♦♥0$✐❜✉0✐♦♥ 5 ❧❛ ♣$❡''✐♦♥ P ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡$'✱ ❧✬62✉❛0✐♦♥ ❞✬60❛0 ❞❡ ❧❛ ♠❛0✐G$❡ $❡❧❛0✐✈✐'0❡ ❡0

❞✉ $❛②♦♥♥❡♠❡♥0 ❡'0 ❞♦♥❝ PR = uR

3 = ρRc2

3 ✳

✷✸✮ ➱❝$✐$❡ ❧✬62✉❛0✐♦♥ ❞❡ ❋$✐❡❞♠❛♥♥✲▲❡♠❛T0$❡ ✭62✉❛0✐♦♥ ✭✺✮✮ ♣♦✉$ ✉♥ ❯♥✐✈❡$' ❝♦♥0❡♥❛♥0 5

❧✬✐♥'0❛♥0 ♣$6'❡♥0 t0 ❧❡' ❞❡♥'✐06' ρM0 ❡0 ρR0 ❞❡ ♠❛0✐G$❡ ♥♦♥ $❡❧❛0✐✈✐'0❡ ❡0 ❞❡ ♠❛0✐G$❡ $❡❧❛0✐✈✐'0❡

✭♦♥ ❡①♣$✐♠❡$❛ ❝❡00❡ 62✉❛0✐♦♥ ❡♥ 0❡$♠❡' ❞❡ ❧❛ ✈❛$✐❛❜❧❡ a(t) ❡0 ❞❡' ❝♦♥'0❛♥0❡' ρM0✱ ρR0✱ a0✱ K

❡0 G✮✳

✷✹✮ ❊♥ ❞6❞✉✐$❡ 2✉❡ ❧✬❡①♣❛♥'✐♦♥ ❞✬✉♥ 0❡❧ ❯♥✐✈❡$' ❡'0 0♦✉❥♦✉$' $❛❧❡♥0✐❡✳

✽
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✻ ▲✬"♥❡%❣✐❡ ♥♦✐%❡

❇❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❡✛♦*+, ♦♥+ .+. ❢❛✐+, ❞❡♣✉✐, ❧❡ ❞.❜✉+ ❞❡, ❛♥♥.❡, ✶✾✾✵ ♣♦✉* .✈❛❧✉❡* ❝♦♠♠❡♥+ ❧✬❡①♣❛♥,✐♦♥

❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡*, ✈❛*✐❡ ❛✉ ❝♦✉*, ❞✉ +❡♠♣,✱ ❝✬❡,+✲<✲❞✐*❡ ❡♥ ✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣+❡ ♣♦✉* ❞.+❡*♠✐♥❡* ä0 = d2a
dt2

(t0)

♦✉ ❡♥❝♦*❡ ❧❡ ♣❛*❛♠>+*❡ ❞❡ ❞.❝.❧.*❛+✐♦♥ q0 = −

ä0a0
ȧ2
0

✳

✻✳✶ ▼❡*✉%❡ ❞✉ ♣❛%❛♠01%❡ ❞❡ ❞"❝"❧"%❛1✐♦♥

❊♥ ❞.✈❡❧♦♣♣❛♥+ < ❧✬♦*❞*❡ ✷ ❧❡ ♣❛*❛♠>+*❡ ❞✬.❝❤❡❧❧❡ a(t) ❛✉ ✈♦✐,✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♥,+❛♥+ ♣*.,❡♥+ t0

a(t) = a0

(

1 +H0(t− t0)−
q0

2
H2

0 (t− t0)
2 + ✳✳✳

)

♦♥ ,❡ *❡♥❞ ❝♦♠♣+❡ D✉❡ ♣♦✉* ♠❡,✉*❡* q0✱ ✐❧ ❢❛✉+ ,✬✐♥+.*❡,,❡* < ❞❡, ♦❜❥❡+, +*>, ❧♦✐♥+❛✐♥,✱ D✉✐ ♦♥+ .♠✐,

✐❧ ② ❛ +*>, ❧♦♥❣+❡♠♣, ❧❛ ❧✉♠✐>*❡ D✉❡ ♥♦✉, *❡❝❡✈♦♥, ❞✬❡✉① < ❧✬❤❡✉*❡ ❛❝+✉❡❧❧❡ ✭❞♦♥❝ < ❧✬✐♥,+❛♥+ ♣*.,❡♥+

t0✮✳ ▲❡, D✉❡,+✐♦♥, ,✉✐✈❛♥+❡, ,♦♥+ ❞❡,+✐♥.❡, < ❝♦♠♣*❡♥❞*❡ ♣❧✉, ♣*.❝✐,.♠❡♥+ ❝♦♠♠❡♥+ ♦♥ ♣❛*✈✐❡♥+ <

♠❡,✉*❡* ❝❡ ♣❛*❛♠>+*❡ q0✳

✷✺✮ ▲✬♦❜❥❡❝+✐❢ ❞❡ ❝❡++❡ D✉❡,+✐♦♥ ❡,+ ❞❡ *❡❧✐❡* ❧❛ ❝♦♦*❞♦♥♥.❡ ❝♦♠♦❜✐❧❡ χ
A
❞✬✉♥❡ ❣❛❧❛①✐❡ ❆ <

❧✬✐♥,+❛♥+ t1 ♦K ❧✬♦❜❥❡+ ❆ ❛ .♠✐, ❧❡ *❛②♦♥♥❡♠❡♥+ D✉❡ ♥♦✉, ❞.+❡❝+♦♥,✳

❆ ❧✬✐♥,+❛♥+ t1✱ ❆ .♠❡+ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐>*❡ ❀ ❝❡ *❛②♦♥♥❡♠❡♥+ ,❡ ♣*♦♣❛❣❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞*♦✐+❡ ❞❡ ❆ ❥✉,D✉✬<

♥♦✉, ✭❡♥ ❖✮ ❡+ ♥♦✉, ❛**✐✈❡ < ❧✬✐♥,+❛♥+ t2✳ N♦✉* ❝❛❧❝✉❧❡* ❧❡ +❡♠♣, ❞❡ ♣❛*❝♦✉*, t2− t1 ❡♥ ❢♦♥❝+✐♦♥

❞❡ ❧❛ ❝♦♦*❞♦♥♥.❡ ❝♦♠♦❜✐❧❡ χ
A
❞❡ ❆✱ ♦♥ ✈❛ ,✉♣♣♦,❡* D✉❡ ❧❛ ❞*♦✐+❡ ❆❖ ❡,+ ♣❛*,❡♠.❡ ❞❡ ❣❛❧❛①✐❡,

❆1✱✳ ✳ ✳ ✱ ❆n✱ ❆n+1✱✳ ✳ ✳ D✉❡ ❧❛ ❧✉♠✐>*❡ .♠✐,❡ ♣❛* ❆ +*❛✈❡*,❡ ,✉❝❝❡,,✐✈❡♠❡♥+ ✭✈♦✐* ✜❣✉*❡ ✹✮✳ ❈❡,

❣❛❧❛①✐❡, ,♦♥+ ♣*♦❝❤❡, ❧❡, ✉♥❡, ❞❡, ❛✉+*❡,✳ ❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡, ❣❛❧❛①✐❡, ❡,+ *❡♣.*.❡ ♣❛* ,❛ ❝♦♦*❞♦♥♥.❡

❝♦♠♦❜✐❧❡ ❀ ❧❛ ❝♦♦*❞♦♥♥.❡ ❝♦♠♦❜✐❧❡ ❞❡ ❆n ❡,+ χ✱ ❡+ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❆n+1 ❡,+ χ+ dχ ✭♦K dχ < 0 ♣✉✐,D✉❡
❧❛ ❣❛❧❛①✐❡ ❆n+1 ❡,+ ♣❧✉, ♣*♦❝❤❡ ❞❡ ♥♦✉, D✉❡ ❆n ✮✳ ▲❛ ❧✉♠✐>*❡ .♠✐,❡ ❞❡ ❆ < ❧✬✐♥,+❛♥+ t1 ❛++❡✐♥+

❆n < ❧✬✐♥,+❛♥+ t ❡+ ❆n+1 < ❧✬✐♥,+❛♥+ t+ dt ✭✈♦✐* ✜❣✉*❡ ✹✮✳

❋✐❣✉$❡ ✹ ✕ N*♦♣❛❣❛+✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❤♦+♦♥ ❞✬✉♥❡ ❣❛❧❛①✐❡ ❆ ❧♦✐♥+❛✐♥❡ ❥✉,D✉✬< ♥♦✉, ✭❡♥ ❖✮

✷✺✲❛✮ ❊①♣*✐♠❡* ❧❛ ❞✐,+❛♥❝❡ ❆n❆n+1 ❞❛♥, ❧❡ *.❢.*❡♥+✐❡❧ ❧✐. < ❆n < ❧✬✐♥,+❛♥+ t✱ ❡♥ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞✉

♣❛*❛♠>+*❡ ❞✬.❝❤❡❧❧❡ a(t) ❡+ ❞❡ dχ✳
✷✺✲❜✮ ❙❛❝❤❛♥+ D✉❡ ❧❛ ❧✉♠✐>*❡ ,❡ ♣*♦♣❛❣❡ < ❧❛ ❝.❧.*✐+. c ❞❛♥, +♦✉, ❧❡, *.❢.*❡♥+✐❡❧,✱ *❡❧✐❡* dt < dχ✳

✷✺✲❝✮ ❊♥ ❞.❞✉✐*❡ D✉❡ ✿

χ
A
= c

∫ t2

t1

dt

a(t)
(8)

❈❡ *.,✉❧+❛+ ✭✽✮ *❡,+❡ ❝♦**❡❝+ ❞❛♥, ✉♥❡ ❛♣♣*♦❝❤❡ ,+*✐❝+❡♠❡♥+ *❡❧❛+✐✈✐,+❡✳

✾
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✷✻✮ ❉!♣❧❛❝❡♠❡♥) ✈❡+, ❧❡ +♦✉❣❡ ❞✬✉♥❡ ,♦✉+❝❡ )+2, ❧♦✐♥)❛✐♥❡

✷✻✲❛✮ ❈♦♥,✐❞!+♦♥, 5✉❡ ❧❛ ❣❛❧❛①✐❡ ❆ !♠❡))❡ ❞❡, ❜♦✉✛!❡, ❞❡ +❛②♦♥♥❡♠❡♥) )+2, ❝♦✉+)❡, ; ✐♥)❡+✈❛❧❧❡

+!❣✉❧✐❡+ δt1✳ ❆✐♥,✐ ✉♥❡ ♣+❡♠✐2+❡ ✐♠♣✉❧,✐♦♥ ❧✉♠✐♥❡✉,❡ ❡,) !♠✐,❡ ♣❛+ ❆ ; ❧✬✐♥,)❛♥) t1 ❡) ❡,) +❡=✉❡

,✉+ ❚❡++❡ ✭❡♥ ❖✮ ; ❧✬✐♥,)❛♥) t2 ❀ ❧✬✐♠♣✉❧,✐♦♥ ❧✉♠✐♥❡✉,❡ ,✉✐✈❛♥)❡ ❡,) !♠✐,❡ ♣❛+ ❆ ; ❧✬✐♥,)❛♥)

t1 + δt1 ❡) ♥♦✉, ♣❛+✈✐❡♥) ; ❧✬✐♥,)❛♥) t2 + δt2✳ ❖♥ ❝♦♥,✐❞!+❡+❛ 5✉❡ δt1 ❡) δt2 ,♦♥) )+2, ❝♦✉+),✱

❝✬❡,)✲;✲❞✐+❡ 5✉❡ ❧❡ ♣❛+❛♠2)+❡ ❞✬!❝❤❡❧❧❡ a(t) ♥✬❛ ♣❛, ❧❡ )❡♠♣, ❞❡ ✈❛+✐❡+ ❡♥)+❡ t1 ❡) t1 + δt1 ♦✉

❡♥)+❡ t2 ❡) t2 + δt2✳

❉!❞✉✐+❡ ❞❡ ❧✬!5✉❛)✐♦♥ ✭✽✮ ❧❛ +❡❧❛)✐♦♥ ❡♥)+❡ δt1 ❡) δt2✳

✷✻✲❜✮ ❈♦♥,✐❞!+♦♥, ♠❛✐♥)❡♥❛♥) 5✉❡ ❧❛ ❣❛❧❛①✐❡ ❆ !♠❡) ✉♥❡ ♦♥❞❡ !❧❡❝)+♦♠❛❣♥!)✐5✉❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉+

❞✬♦♥❞❡ λ✳ ◗✉❡❧❧❡ ❡,) ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉+ ❞✬♦♥❞❡ λ′
❞❡ ❝❡ +❛②♦♥♥❡♠❡♥) ❧♦+,5✉✬✐❧ ❡,) ❞!)❡❝)! ,✉+ ❚❡++❡

✭❡♥ ❖✮ ❄

✷✻✲❝✮ ▼♦♥)+❡+ 5✉❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉+ ❞✬♦♥❞❡ ❞❡, ♣❤♦)♦♥, !♠✐, ♣❛+ ❆ ,❡ ❞✐❧❛)❡ ❞✬✉♥ ❢❛❝)❡✉+ !❣❛❧ ;

❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡+, ♣❡♥❞❛♥) ❧❡✉+ )❡♠♣, ❞❡ ✈♦❧ ❡♥)+❡ ❆ ❡) ❖✳

✷✻✲❞✮ ❙♦✐❡♥) E ❧✬!♥❡+❣✐❡ ❞✬✉♥ ♣❤♦)♦♥ !♠✐, ♣❛+ ❆ ❡) E′
❧✬!♥❡+❣✐❡ ❞✉ ♠M♠❡ ♣❤♦)♦♥ ❞!)❡❝)! ❡♥ ❖

✭; ❧✬✐♥,)❛♥) ♣+!,❡♥) t0✮✳ ❊①♣+✐♠❡+ ❧❡ +❛♣♣♦+)
E′

E
❡♥ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞❡, ✈❛❧❡✉+, ❞✉ ♣❛+❛♠2)+❡ ❞✬!❝❤❡❧❧❡

❛✉① ✐♥,)❛♥), t1 ❡) t0✳

✷✻✲❡✮ ❘❡❧✐❡+ ❝❡ +!,✉❧)❛) ; ❧❛ ❢❛=♦♥ ❞♦♥) ❧❛ ❞❡♥,✐)! ❞✬!♥❡+❣✐❡ ❞✉ +❛②♦♥♥❡♠❡♥) ,❡ ❞✐❧✉❡ ❛✉ ❝♦✉+,

❞❡ ❧✬❡①♣❛♥,✐♦♥ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡+, ✭❝❡ 5✉✐ ❡,) ❧❡ +!,✉❧)❛) ❞❡ ❧❛ 5✉❡,)✐♦♥ ✷✷✮✳

✷✻✲❢✮ ▼♦♥)+❡+ 5✉❡ ❧❡ ❞!❝❛❧❛❣❡ ✈❡+, ❧❡ +♦✉❣❡ ✭+❡❞,❤✐❢)✮ z = λ′
−λ
λ

♠❡,✉+! ♣♦✉+ ❧❛ ❣❛❧❛①✐❡ ❆ ❡,)

❞✐+❡❝)❡♠❡♥) +❡❧✐! ; a(t1) ♣❛+ ❧❛ +❡❧❛)✐♦♥ ✿

1 + z =
a0

a(t1)
(9)

❈❡ +!,✉❧)❛) ❣!♥!+❛❧✐,❡ ♣♦✉+ ❧❡, ♦❜❥❡), ❧♦✐♥)❛✐♥, ❧❡ +!,✉❧)❛) ♦❜)❡♥✉ ; ❧❛ 5✉❡,)✐♦♥ ✶✲❝ ♣♦✉+ ❞❡, ♦❜❥❡),

♣+♦❝❤❡,✱ ❡) ♠♦♥)+❡ 5✉❡ ❧❛ ♠❡,✉+❡ ❞✉ +❡❞,❤✐❢) ❞✬✉♥ ♦❜❥❡) ❧♦✐♥)❛✐♥ ♣❡+♠❡) ❞✬❛❝❝!❞❡+ ❞✐+❡❝)❡♠❡♥) ;

❧❛ ✈❛❧❡✉+ ❞✉ ♣❛+❛♠2)+❡ ❞✬!❝❤❡❧❧❡ ; ❧✬✐♥,)❛♥) ♦T ❝❡) ♦❜❥❡) ❛ !♠✐, ❧❡ +❛②♦♥♥❡♠❡♥) 5✉✬♦♥ ❞!)❡❝)❡ ♣♦✉+

❧✬♦❜,❡+✈❡+✳ ▼❛✐,✱ ♣♦✉+ ❡①♣❧♦+❡+ ❝♦♠♠❡♥) ❧✬❡①♣❛♥,✐♦♥ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡+, ✈❛+✐❡ ❛✉ ❝♦✉+, ❞✉ )❡♠♣,✱ ✐❧ ❢❛✉)

❞!)❡+♠✐♥❡+ a(t1) ❡) t1✱ ❝✬❡,)✲;✲❞✐+❡ ❡♥ ✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣)❡ ❧❛ ❞✐,)❛♥❝❡ ❡♥)+❡ ❆ ❡) ❖ ; ❧✬✐♥,)❛♥) t1✳

❊♥ ❛,)+♦♥♦♠✐❡ ♦♥ ,❛✐) ❞!)❡+♠✐♥❡+ ❧❛ ❞✐,)❛♥❝❡ 5✉✐ ♥♦✉, ,!♣❛+❡ ❞✬✉♥❡ !)♦✐❧❡ ❆✱ ; ❝♦♥❞✐)✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛V)+❡

)+2, ♣+!❝✐,!♠❡♥) ,❛ ❧✉♠✐♥♦,✐)! L✱ ❝✬❡,)✲;✲❞✐+❡ ❧❛ ♣✉✐,,❛♥❝❡ )♦)❛❧❡ L +❛②♦♥♥!❡ ♣❛+ ❝❡))❡ !)♦✐❧❡✳ ❙✐ ♦♥

♠❡,✉+❡ ❧❛ ♣✉✐,,❛♥❝❡ ♣❛+ ✉♥✐)! ❞❡ ,✉+❢❛❝❡ ps +❡=✉❡ ❞❡ ❝❡))❡ !)♦✐❧❡ ,✉+ ❚❡++❡✱ ♦♥ ♣❡✉) ❞!)❡+♠✐♥❡+ ,❛

❞✐,)❛♥❝❡ d = ❖❆ ; ❧❛ ❚❡++❡ ✭❞❛♥, ❧✬❤②♣♦)❤2,❡ ♦T ✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡ ❛❜,♦+♣)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐2+❡ ❡♥)+❡

❧✬!)♦✐❧❡ ❆ ❡) ♥♦✉,✮ ❀ ❡♥ ❡✛❡)✱ ❞❛♥, ✉♥ ❡,♣❛❝❡ ✓ ♥♦+♠❛❧ ✔✱ ❝✬❡,)✲;✲❞✐+❡ ,❛♥, ❡①♣❛♥,✐♦♥✱ ♦♥ ,❛✐) 5✉❡

ps =
L

4πd2
✳ ◆♦✉, ❛❧❧♦♥, ♠❛✐♥)❡♥❛♥) ✈♦✐+ ❝❡ 5✉✬✐❧ ❡♥ ❡,) ❞❛♥, ✉♥ ❯♥✐✈❡+, ❡♥ ❡①♣❛♥,✐♦♥✳

✷✼✮ ▲✬♦❜❥❡❝)✐❢ ❞❡ ❝❡))❡ 5✉❡,)✐♦♥ ❡,) ❞❡ ❞!)❡+♠✐♥❡+ ❧❛ ♣✉✐,,❛♥❝❡ ♣❛+ ✉♥✐)! ❞❡ ,✉+❢❛❝❡ ❞✉ +❛②♦♥✲

♥❡♠❡♥) +❡=✉ ,✉+ ❚❡++❡ ✭❡♥ ❖✮ ❞❡ ❧❛ ,♦✉+❝❡ ❆ )+2, ❧♦✐♥)❛✐♥❡✱ ❞❡ ❧✉♠✐♥♦,✐)! L ❝♦♥♥✉❡✱ ❡♥ )❡♥❛♥)

❝♦♠♣)❡ ❞❡ ❧✬❡①♣❛♥,✐♦♥ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡+,✱ 5✉✐ ❡,) ❞!❝+✐)❡ ♣❛+ ❧❡ ♣❛+❛♠2)+❡ ❞✬!❝❤❡❧❧❡ a(t)✳
❉❛♥, ❧❛ ,✉✐)❡✱ ❧❡ +❛②♦♥♥❡♠❡♥) !♠✐, ♣❛+ ❆ ,❡+❛ ❞!❝+✐) ❡♥ )❡+♠❡, ❞❡ ♣❤♦)♦♥,✳ ▲❛ ,♦✉+❝❡ ❆✱ ❞❡

❝♦♦+❞♦♥♥!❡ ❝♦♠♦❜✐❧❡ χ
A
✱ !♠❡) N ♣❤♦)♦♥,✱ ❞✬!♥❡+❣✐❡ ♠♦②❡♥♥❡ Ē✱ ❡♥)+❡ ❧✬✐♥,)❛♥) t1 ❡) ❧✬✐♥,)❛♥)

t1 + δt1 ✭♦T δt1 ❡,) ✉♥ ✐♥)❡+✈❛❧❧❡ ❞❡ )❡♠♣, ❝♦✉+) ❞❡✈❛♥) ❧❡ )❡♠♣, ❝❛+❛❝)!+✐,)✐5✉❡ ❞✬!✈♦❧✉)✐♦♥

❞✉ ♣❛+❛♠2)+❡ ❞✬!❝❤❡❧❧❡✮✳ ❈❡+)❛✐♥, ❞❡ ❝❡, ♣❤♦)♦♥, ✭❝❡✉① 5✉✐ ♦♥) !)! !♠✐, ♣❛+ ❆ ❞❛♥, ❧❛ ❜♦♥♥❡

❞✐+❡❝)✐♦♥✮ ♥♦✉, ♣❛+✈✐❡♥♥❡♥) ❡♥ ❖ ❡♥)+❡ ❧❡, ✐♥,)❛♥), t2 ❡) t2+δt2✳ ❆✐♥,✐ ❞❛♥, ❧❡ +!❢!+❡♥)✐❡❧ ❝❡♥)+!

❡♥ ❆ ✭✈♦✐+ ✜❣✉+❡ ✺✮✱ ❧❡, ♣❤♦)♦♥, !♠✐, ♣❛+ ❆ ; ❧✬✐♥,)❛♥) t1 ,♦♥)✱ ; ❧✬✐♥,)❛♥) t2✱ ,✉+ ❧❛ ,♣❤2+❡ ❞❡

❝❡♥)+❡ ❆ ❡) ❞❡ +❛②♦♥ R = a(t2)χA
!❣❛❧ ; ❧❛ ❞✐,)❛♥❝❡ ❞❡ ❖ ; ❆ ; ❧✬✐♥,)❛♥) t2✳ ❊♥✜♥ ♦♥ ,❛✐) 5✉❡

❞✉ ❢❛✐) ❞❡ ❧✬❡①♣❛♥,✐♦♥ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡+,✱ ❧✬!♥❡+❣✐❡ ❞❡ ❝❡, ♣❤♦)♦♥, ❛ ✈❛+✐! ❡♥)+❡ ❆ ❡) ❖ ✭✈♦✐+ 5✉❡,)✐♦♥

✷✻✲❞✮ ❀ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ Ē′
❧✬!♥❡+❣✐❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡, ♣❤♦)♦♥, ❧♦+,5✉✬✐❧, ❛++✐✈❡♥) ❡♥ ❖✳

✶✵
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❋✐❣✉$❡ ✺ ✕

✷✼✲❛✮ ❊①♣%✐♠❡% L ❡♥ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❞❡ N ✱ Ē ❡- δt1✳

✷✼✲❜✮ ❈❛❧❝✉❧❡% ❧❛ ♣✉✐55❛♥❝❡ ♣❛% ✉♥✐-6 ❞❡ 5✉%❢❛❝❡ ps %❡7✉❡ ❡♥ ❖✱ ❡♥ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❞❡ N ✱ Ē′
✱ R ❡- δt2✱

♣✉✐5 ❡♥ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❞❡ L✱ χ
A
✱ a(t1) ❡- a(t2)✳

✷✼✲❝✮ 9❛% ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❧♦✐ ❡♥ d−2
❞❛♥5 ✉♥ ❡5♣❛❝❡ ✓ ♥♦%♠❛❧ ✔ ✭5❛♥5 ❡①♣❛♥5✐♦♥✮✱ ❧❡5 ❝♦5♠♦✲

❧♦❣✐5-❡5 ✐♥-%♦❞✉✐5❡♥- ❧❛ ❞✐5-❛♥❝❡ ❞❡ ❧✉♠✐♥♦5✐-6 dL -❡❧❧❡ A✉❡ ps = L
4πd2

L

✳ ❏✉5-✐✜❡% A✉❡ ❧❛ ♠❡5✉%❡

❞❡ ❧❛ ♣✉✐55❛♥❝❡ ♣❛% ✉♥✐-6 ❞❡ 5✉%❢❛❝❡ %❡7✉❡ 5✉% ❚❡%%❡ ❞✉ %❛②♦♥♥❡♠❡♥- 6♠✐5 ♣❛% ✉♥ ❛5-%❡ ❆ -%G5

❧♦✐♥-❛✐♥✱ ❞❡ ❧✉♠✐♥♦5✐-6 L ❝♦♥♥✉❡✱ ❡5- ✉♥❡ ♠❡5✉%❡ ❞❡ 5❛ ❞✐5-❛♥❝❡ ❞❡ ❧✉♠✐♥♦5✐-6✳

❊①♣%✐♠❡% ❧❛ ❞✐5-❛♥❝❡ ❞❡ ❧✉♠✐♥♦5✐-6 dL ❞❡ ❆ ❡♥ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❞❡ a0✱ χA
❡- ❞✉ %❡❞5❤✐❢- z ❞❡ ❆✱ ❡- ❡♥

❞6❞✉✐%❡ A✉❡ ❧❡5 ♠❡5✉%❡5 5✐♠✉❧-❛♥6❡5 ❞❡ ❧❛ ❞✐5-❛♥❝❡ ❞❡ ❧✉♠✐♥♦5✐-6 ❡- ❞✉ %❡❞5❤✐❢- ❞❡ ❆ ♣❡%♠❡--❡♥-

❞❡ ❞6-❡%♠✐♥❡% I ❧❛ ❢♦✐5 ❧❡5 ❞✐5-❛♥❝❡5 ❞❡ ❆ I ❖ -❛♥- I ❧✬✐♥5-❛♥- ♣%65❡♥- t0 A✉✬I ❧✬✐♥5-❛♥- t1✳

❉G5 ❧♦%5✱ ❡♥ ♠❡5✉%❛♥- I ❧❛ ❢♦✐5 ❧❡ %❡❞5❤✐❢- z ❡- ❧❛ ❞✐5-❛♥❝❡ ❞❡ ❧✉♠✐♥♦5✐-6 dL ❞✬6-♦✐❧❡5 ❞❡ ❧✉♠✐♥♦5✐-6

L ❝♦♥♥✉❡ ❡- 5✉✣5❛♠♠❡♥- ❧♦✐♥-❛✐♥❡5 ✭z > 0, 1✮✱ ♦♥ ♣❡✉- ❞6-❡%♠✐♥❡% ❧❡ ♣❛%❛♠G-%❡ ❞❡ ❞6❝6❧6%❛-✐♦♥

q0✳ ▲❡5 6-♦✐❧❡5 A✉✐ ♦♥- 6-6 ❞6-❡❝-6❡5 ❡- 6-✉❞✐6❡5 5♦♥- ❞❡5 5✉♣❡%♥♦✈❛❡ ❞❡ -②♣❡ ■❛✱ ❞♦♥- ❧❡ ♣%♦❝❡55✉5

❞❡ ❢♦%♠❛-✐♦♥ ♣❡%♠❡- ❞❡ ❝♦♥♥❛O-%❡ ♣%6❝✐56♠❡♥- ❧❛ ❧✉♠✐♥♦5✐-6✱ ❡- A✉✐ ❞❡ ♣❧✉5 5♦♥- ❡①-%P♠❡♠❡♥-

❜%✐❧❧❛♥-❡5✳

❉✉%❛♥- ❧❡5 ❛♥♥6❡5 ✶✾✾✵✱ ❞❡✉① ❝♦❧❧❛❜♦%❛-✐♦♥5 ✐♥-❡%♥❛-✐♦♥❛❧❡5 ♦♥- ♠❡♥6 56♣❛%6♠❡♥- ❝❡ -%❛✈❛✐❧✳ ▲❡✉%5

%65✉❧-❛-5

✸

♦♥- ♠♦♥-%6 A✉❡ ❧✬❡①♣❛♥5✐♦♥ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡%5✱ ❜✐❡♥ ❧♦✐♥ ❞❡ %❛❧❡♥-✐% ❝♦♠♠❡ ♦♥ 5✬② ❛--❡♥❞❛✐-

✭✈♦✐% A✉❡5-✐♦♥ ✷✹✮✱ 5✬❛❝❝6❧G%❡ ✭5♦✐- q0 < 0✱ ❞✬♦X ä0 > 0✮✳

✻✳✷ ▲❛ ❝♦♥*+❛♥+❡ ❝♦*♠♦❧♦❣✐1✉❡ ❡+ ❧✬4♥❡5❣✐❡ ♥♦✐5❡

9♦✉% ✐♥-❡%♣%6-❡% ❝❡ %65✉❧-❛-✱ ❧❡5 ❝♦5♠♦❧♦❣✐5-❡5 5❡ 5♦♥- 5♦✉✈❡♥✉5 A✉❡ ❊✐♥5-❡✐♥ ❛✈❛✐- ✐♥-%♦❞✉✐- ✉♥

♣❛%❛♠G-%❡ 5✉♣♣❧6♠❡♥-❛✐%❡ ❛♣♣❡❧6 ❝♦♥5-❛♥-❡ ❝♦5♠♦❧♦❣✐A✉❡ ❞❛♥5 ❧❛ -❤6♦%✐❡ ❞❡ ❧❛ %❡❧❛-✐✈✐-6 ❣6♥6%❛❧❡✱

♣%6❝✐56♠❡♥- ♣♦✉% %❡♥❞%❡ ❝❡--❡ -❤6♦%✐❡ ❝♦♠♣❛-✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❯♥✐✈❡%5 5-❛-✐A✉❡✳ ▲❛ ❞6❝♦✉✈❡%-❡ ❞❡ ❧✬❡①✲

♣❛♥5✐♦♥ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡%5 ❛ ❝♦♥❞✉✐- I ❛❜❛♥❞♦♥♥❡% ❝❡--❡ ❝♦♥5-❛♥-❡ ❞❛♥5 ❧❡5 ❛♥♥6❡5 ✶✾✷✵✱ ♠❛✐5 ❝❡❧❧❡ ❞❡

5♦♥ ❛❝❝6❧6%❛-✐♦♥ ❧✉✐ ❛ %❡❞♦♥♥6 ✈✐❡✳

❊♥ ♣%65❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥5-❛♥-❡ ❝♦5♠♦❧♦❣✐A✉❡ Λ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✱ ❧✬6A✉❛-✐♦♥ ❞❡ ❋%✐❡❞♠❛♥♥✲▲❡♠❛O-%❡ ❞❡✈✐❡♥-

ȧ2

a2
=

8πG

3
ρ+

K

a2
+

Λc2

3
(10)

✸✳ ❇✳ #✳ ❙❝❤♠✐❞* ❡* ❛❧✱ ❚❤❡ ❤✐❣❤ ❩ 2✉♣❡5♥♦✈❛ 2❡❛5❝❤ ✿ ♠❡❛2✉5✐♥❣ ❝♦2♠✐❝ ❞❡❝❡❧❡5❛*✐♦♥ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ❝✉5✈❛*✉5❡ ♦❢

*❤❡ ❯♥✐✈❡52❡ ✉2✐♥❣ *②♣❡ ■❛ 2✉♣❡5♥♦✈❛❡✱ ❆2*5♦♣❤②2✳ ❏✳ ✺✵✼✱ ✹✻ ✭✶✾✾✽✮

❙✳ #❡5❧♠✉**❡5 ❡* ❛❧✱ ▼❡❛2✉5❡♠❡♥*2 ♦❢ ♦♠❡❣❛ ❛♥❞ ❧❛♠❜❞❛ ❢5♦♠ ✹✷ ❤✐❣❤ 5❡❞2❤✐❢* 2✉♣❡5♥♦✈❛❡✱ ❆2*5♦♣❤②2✳ ❏✳ ✺✶✼✱ ✺✻✺

✭✶✾✾✾✮

▲❡2 ❧❡❛❞❡52 ❞❡2 ❞❡✉① ❝♦❧❧❛❜♦5❛*✐♦♥2✱ ❙✳ #❡5*♠✉❧❧❡5✱ ❇✳ #✳ ❙❝❤♠✐❞* ❡* ❆✳ ❘❡✐22✱ ♦♥* 5❡P✉ ❧❡ ♣5✐① ◆♦❜❡❧ ❞❡ ♣❤②2✐R✉❡

❡♥ ✷✵✶✶ ♣♦✉5 ❝❡**❡ ❞S❝♦✉✈❡5*❡✳
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❉❛♥# ❧❛ #✉✐'❡✱ ♦♥ ❛❞♠❡''-❛ ❛✉##✐ .✉❡ ❧❛ ❝♦♥#'❛♥'❡ ❝♦#♠♦❧♦❣✐.✉❡ ❡#' ❜✐❡♥ ✉♥❡ ❝♦♥#'❛♥'❡✱ ❞♦♥❝ .✉✬❡❧❧❡

♥❡ ❞3♣❡♥❞ ♣❛# ❞✉ '❡♠♣# t✳

✷✽✮ ▲❛ ❝♦♥#'❛♥'❡ ❝♦#♠♦❧♦❣✐.✉❡

✷✽✲❛✮ ◗✉❡❧❧❡ ❡#' ❧❛ ❞✐♠❡♥#✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥#'❛♥'❡ ❝♦#♠♦❧♦❣✐.✉❡ Λ ✐♥'-♦❞✉✐'❡ ♣❛- ❊✐♥#'❡✐♥ ❄
✷✽✲❜✮ ▼♦♥'-❡- .✉❡ ❧✬✐♥'-♦❞✉❝'✐♦♥ ❞❡ ❝❡''❡ ❝♦♥#'❛♥'❡ ❝♦#♠♦❧♦❣✐.✉❡ ♣❡✉' #✬✐♥'❡-♣-3'❡- ❝♦♠♠❡

❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❞❡♥#✐'3 ❞❡ ♠❛##❡ #✉♣♣❧3♠❡♥'❛✐-❡ ρΛ✳ ❊①♣-✐♠❡- ρΛ ❡♥ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞❡ Λ✱ G ❡' c✳

✷✽✲❝✮ ❊♥ ❞3❞✉✐-❡ ❧❛ ❞❡♥#✐'3 ❞✬3♥❡-❣✐❡ #✉♣♣❧3♠❡♥'❛✐-❡ uΛ ❛✐♥#✐ ✐♥'-♦❞✉✐'❡✳

✷✾✮ ▲✬3♥❡-❣✐❡ ♥♦✐-❡

❖♥ ♣❡✉' ✐♥'❡-♣-3'❡- ❧❡# ❡✛❡'# ❞❡ ❧❛ ❝♦♥#'❛♥'❡ ❝♦#♠♦❧♦❣✐.✉❡ ❝♦♠♠❡ ❝❡✉① ❞✬✉♥ ✢✉✐❞❡ ❞❡ ❞❡♥#✐'3

❞✬3♥❡-❣✐❡ uΛ ❡' ❞❡ ❞❡♥#✐'3 ❞❡ ♠❛##❡ ρΛ✳ ▲❛ ❞❡♥#✐'3 ❞❡ ♠❛##❡ '♦'❛❧❡ ❞❛♥# ❧✬❯♥✐✈❡-# ❞❡✈✐❡♥' ❛❧♦-#

❧❛ #♦♠♠❡ ❞❡ '-♦✐# '❡-♠❡# ✿

ρ = ρM + ρR + ρΛ

❙✐ ♦♥ ❡♥✈✐#❛❣❡ ✉♥ ❯♥✐✈❡-# ✈✐❞❡✱ ❝✬❡#'✲E✲❞✐-❡ ❞3♣♦✉-✈✉ ❞❡ ♠❛'✐F-❡ ❡' ❞❡ -❛②♦♥♥❡♠❡♥' ✭ρM = 0
❡' ρR = 0✮✱ ✐❧ ② #✉❜#✐#'❡ ❡♥❝♦-❡ ✉♥❡ ❞❡♥#✐'3 ❞✬3♥❡-❣✐❡ uΛ✳ ❈✬❡#' ♣♦✉-.✉♦✐ ❝❡''❡ ❞❡♥#✐'3 ❞✬3♥❡-❣✐❡
❡#' ✐♥'❡-♣-3'3❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞❡♥#✐'3 ❞✬3♥❡-❣✐❡ ❞✉ ✈✐❞❡ ❀ ❡' ❧✬3♥❡-❣✐❡ ❞✉ ✈✐❞❡ ❡#' ❛♣♣❡❧3❡ 3♥❡-❣✐❡

♥♦✐-❡✳

✷✾✲❛✮ ▼♦♥'-❡- .✉❡ ❧✬3♥❡-❣✐❡ ♥♦✐-❡ ♥❡ #❡ ❞✐❧✉❡ ♣❛# ❧♦-# ❞❡ ❧✬❡①♣❛♥#✐♦♥ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡-#✳

✷✾✲❜✮ ◗✉❡❧❧❡ -❡❧❛'✐♦♥ ❞♦✐✈❡♥' ✈3-✐✜❡- ΩΛ = ρΛ
ρc
✱ ΩM ❡' ΩR ♣♦✉- -❡♥❞-❡ ❝♦♠♣'❡ .✉❡ ❧✬❡①♣❛♥#✐♦♥

❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡-# ❡#' ❛❝❝3❧3-3❡ E ❧✬✐♥#'❛♥' ♣-3#❡♥' ✭#♦✐' ä0 > 0✮ ❄
❊♥ ❞3❞✉✐-❡ ❧❡ #✐❣♥❡ ❞❡ Λ✳
✷✾✲❝✮ ◗✉❡❧❧❡ ❡#' ❧❛ ♣-❡##✐♦♥ PΛ ❞✉ ✢✉✐❞❡ 3♥❡-❣✐❡ ♥♦✐-❡ ❄

✷✾✲❞✮ ▲✬✐♥'❡-❛❝'✐♦♥ ❡♥'-❡ ❧✬3♥❡-❣✐❡ ♥♦✐-❡ ❡' ❧❛ ❣❛❧❛①✐❡ '3♠♦✐♥ ❆ ✐♥'-♦❞✉✐'❡ E ❧❛ .✉❡#'✐♦♥ ✻

❡#'✲❡❧❧❡ ❛''-❛❝'✐✈❡ ♦✉ -3♣✉❧#✐✈❡ ❄

❊♥ ✉'✐❧✐#❛♥' ❧❡# ❞✐✛3-❡♥'❡# ❞♦♥♥3❡# ❡①♣3-✐♠❡♥'❛❧❡# ❞✐#♣♦♥✐❜❧❡# ❛❝'✉❡❧❧❡♠❡♥'✱ ♦♥ ❡#'✐♠❡ .✉❡ ✿

ΩΛ ≈ 0, 69

❉♦♥♥,❡. ✿

❈3❧3-✐'3 ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐F-❡ c = 3, 00× 108 ♠ · #
−1

❈♦♥#'❛♥'❡ ❞❡ ❣-❛✈✐'❛'✐♦♥ ✉♥✐✈❡-#❡❧❧❡ G = 6, 67× 10−11
♠

3
· ❦❣

−1
· #

−2

❈♦♥#'❛♥'❡ ❞❡ P❧❛♥❝❦ h = 6, 63× 10−34
❏ · #

❈♦♥#'❛♥'❡ ❞❡ ❇♦❧'③♠❛♥♥ kB = 1, 38× 10−23
❏ ·❑

−1

❈♦♥#'❛♥'❡ ❞✬❆✈♦❣❛❞-♦ NA = 6, 02× 1023 ♠♦❧−1

▼❛##❡ ❞✉ ♣-♦'♦♥ mp = 1, 67× 10−27
❦❣

❈♦♥#'❛♥'❡ ❞❡ ❍✉❜❜❧❡ H0 = 70 ❦♠ · #
−1

·▼♣❝
−1

P❛-#❡❝ ✭♣❝✮ 1 ♣❝ = 3, 09× 1016 ♠

❖♥ ♣♦✉--❛ -❡♠❛-.✉❡- .✉✬✉♥❡ ✈✐'❡##❡ ❞❡ ✉♥ ♣❛-#❡❝ ♣❛- ♠✐❧❧✐♦♥ ❞✬❛♥♥3❡# ❡#' ❛♣♣-♦①✐♠❛'✐✈❡♠❡♥' 3❣❛❧❡

E 1 ❦♠ · #
−1
✿

1 ❦♠ · #
−1

≈ 10−6
♣❝ · ❛♥

−1

∗ ∗

∗
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