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✭❉✉#$❡ ✿ ✹ ❤❡✉#❡)✮

▲✬✉-✐❧✐)❛-✐♦♥ ❞❡) ❝❛❧❝✉❧❛-#✐❝❡) ♥✬❡)- ♣❛) ❛✉-♦#✐)$❡ ♣♦✉# ❝❡--❡ $♣#❡✉✈❡✳

⋆ ⋆ ⋆

8♦✉# -♦✉) ❡♥-✐❡#) l,m ∈ N
∗
✱ ♦♥ ♥♦-❡#❛ Ml,m(R) ❧✬❡♥)❡♠❜❧❡ ❞❡) ♠❛-#✐❝❡) < ❝♦❡✣❝✐❡♥-) #$❡❧)

❛②❛♥- l ❧✐❣♥❡) ❡- m ❝♦❧♦♥♥❡)✳ ▲♦#)@✉❡ l = m✱ ♦♥ ♥♦-❡#❛ Ml(R) ❧✬❡♥)❡♠❜❧❡ ❞❡) ♠❛-#✐❝❡) ❝❛##$❡)

❞❡ -❛✐❧❧❡ l × l✳ 8❛# ❛✐❧❧❡✉#) ✿

• 8♦✉# -♦✉-❡ ♠❛-#✐❝❡ A ∈ Ml,m(R)✱ ♦♥ ♥♦-❡#❛ AT
❧❛ -#❛♥)♣♦)$❡ ❞❡ A✳

• ❖♥ ♥♦-❡#❛ Ol,m ❧❛ ♠❛-#✐❝❡ ♥✉❧❧❡ ❞❡ Ml,m(R) ❞♦♥- -♦✉) ❧❡) ❝♦❡✣❝✐❡♥-) )♦♥- ♥✉❧)✳ ▲♦#)@✉❡

l = m✱ Ol ❞$)✐❣♥❡#❛ ❧❛ ♠❛-#✐❝❡ ♥✉❧❧❡ ❡- Il ❧❛ ♠❛-#✐❝❡ ✐❞❡♥-✐-$ ❞❡ Ml(R)✳

• 8♦✉# -♦✉-❡ ❢❛♠✐❧❧❡ (ai)16i6l ❞❡ #$❡❧)✱ ♦♥ ♥♦-❡#❛ ❞✐❛❣(a1, . . . , al) ❧❛ ♠❛-#✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞❡

Ml(R) ❞♦♥- ❧❡) ❝♦❡✣❝✐❡♥-) ❞✐❛❣♦♥❛✉① )♦♥- a1, a2, . . . , al✳

• 8♦✉# -♦✉) A,B ∈ Ml,m(R)✱ ♦♥ ♥♦-❡#❛ 〈A,B〉F = -#(ATB) ♦D -#(M) ❞$)✐❣♥❡ ❧❛ -#❛❝❡ ❞❡

M ♣♦✉# -♦✉-❡ ♠❛-#✐❝❡ ❝❛##$❡ < ❝♦❡✣❝✐❡♥-) ❞❛♥) R ❡- ‖A‖F =
√

〈A,A〉F ✳ ❖♥ ♣♦✉##❛

✉-✐❧✐)❡# )❛♥) ❞$♠♦♥)-#❛-✐♦♥ @✉❡ 〈 , 〉F ❞$✜♥✐- ✉♥ ♣#♦❞✉✐- )❝❛❧❛✐#❡ )✉# Ml,m(R) ❡- @✉❡

Ml,m(R) ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦#♠❡ ‖ ‖F ❡)- ✉♥ ❡)♣❛❝❡ ✈❡❝-♦#✐❡❧ ♥♦#♠$ ❞❡ ❞✐♠❡♥)✐♦♥ lm✳

• 8♦✉# -♦✉-❡ ♠❛-#✐❝❡ A ∈ Ml,m(R)✱ ♦♥ ♥♦-❡#❛ #❣(A) ❧❡ #❛♥❣ ❞❡ ❧❛ ♠❛-#✐❝❡ A ❝✬❡)-✲<✲❞✐#❡

❧❛ ❞✐♠❡♥)✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ A✳ ❖♥ #❛♣♣❡❧❧❡ @✉❡ #❣(AT) = #❣(A)✳

• 8♦✉# -♦✉- k ∈ N✱ ♦♥ ♥♦-❡ M k
l,m(R) ❧✬❡♥)❡♠❜❧❡ ❞❡) ♠❛-#✐❝❡) A ∈ Ml,m(R) -❡❧❧❡) @✉❡

#❣(A) = k✳

8♦✉# p ∈ N
∗
✱ ♦♥ ♠✉♥✐- R

p
❞❡ )❛ )-#✉❝-✉#❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❝❛♥♦♥✐@✉❡ ❡- ♣♦✉# -♦✉- ✈❡❝-❡✉# x ∈ R

p
✱

♦♥ ♥♦-❡#❛ ‖x‖2 ❧❛ ♥♦#♠❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❞❡ x✳
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 !"❧✐♠✐♥❛✐!❡

❙♦✐❡♥% n, p, q ∈ N
∗
%&♦✐' ❡♥%✐❡&' '%&✐❝%❡♠❡♥% ♣♦'✐%✐❢'✳ ❙♦✐❡♥% A,B ∈ Mn,p(R) ❡% C ∈ Mp,q(R)✳

✶✳ ❉♦♥♥❡& ❧✬❡①♣&❡''✐♦♥ ❞❡ 〈A,B〉F ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡' ❝♦❡✣❝✐❡♥%' ❞❡ A ❡% B✳

✷✳ ❙♦✐% u ∈ R
p
✳ ▼♦♥%&❡& 6✉❡ ‖Au‖2 6 ‖A‖F ‖u‖2 .

✸✳ ▼♦♥%&❡& 6✉❡ ‖AC‖F 6 ‖A‖F ‖C‖F ✳

 !❡♠✐)!❡ ♣❛!+✐❡

❖♥ ❝♦♥'✐❞:&❡ %&♦✐' ❡♥%✐❡&' n, p ❡% k '%&✐❝%❡♠❡♥% ♣♦'✐%✐❢' %❡❧' 6✉❡ M k
n,p(R) '♦✐% ♥♦♥ ✈✐❞❡✳ ❙♦✐%

A ✉♥❡ ♠❛%&✐❝❡ ❞❡ M k
n,p(R) ✳

✹✳ ▼♦♥%&❡& 6✉❡ k 6 min(n, p) ❡% 6✉❡ ♣♦✉& %♦✉% λ ∈ R
∗
✱ λA ∈ M k

n,p(R)✳

✺✳ ❙♦✐❡♥% S = AAT
❡% S̃ = ATA✳

✭❛✮ ❱C&✐✜❡& 6✉❡ S ❡'% ✉♥❡ ♠❛%&✐❝❡ '②♠C%&✐6✉❡ 6✉✐ ♥✬❛❞♠❡% 6✉❡ ❞❡' ✈❛❧❡✉&' ♣&♦♣&❡'

♣♦'✐%✐✈❡' ♣✉✐' ♠♦♥%&❡& 6✉❡ ■♠(A) = ■♠(S)✳

✭❜✮ ❙♦✐% u ∈ R
n
✉♥ ✈❡❝%❡✉& ♣&♦♣&❡ ❞❡ S ♣♦✉& ✉♥❡ ✈❛❧❡✉& ♣&♦♣&❡ λ > 0 ❡% '♦✐% v =

ATu/
√
λ ∈ R

p
✳ ▼♦♥%&❡& 6✉❡ v ❡'% ✉♥ ✈❡❝%❡✉& ♣&♦♣&❡ ❞❡ S̃ ♣♦✉& ❧❛ ✈❛❧❡✉& ♣&♦♣&❡ λ

❡% ‖v‖2 = ‖u‖2✳

✻✳ ✭❛✮ ▼♦♥%&❡& 6✉✬✐❧ ❡①✐'%❡ U ∈ Mn,k(R) ❡% Λ = ❞✐❛❣(λ1, . . . , λk) ∈ Mk(R) %❡❧❧❡' 6✉❡

S = UΛUT
❛✈❡❝ λ1 > . . . > λk > 0 ❡% UTU = Ik✳

✭❜✮ ▼♦♥%&❡& 6✉❡ ■♠(S) = ■♠(U) ❡% 6✉❡ UUT
❡'% ❧❛ ♠❛%&✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣&♦❥❡❝%✐♦♥ ♦&%❤♦❣♦♥❛❧❡

'✉& ■♠(U) ❞❛♥' Rn
✳

✭❝✮ ❊♥ ♣♦'❛♥% V = ATUD ∈ Mp,k(R) ♦M D = ❞✐❛❣(1/
√
λ1 , . . . , 1/

√
λk) ∈ Mk(R)✱

♠♦♥%&❡& 6✉❡ V TV = Ik ❡% S̃ = V ΛV T
✳

✼✳ ❊♥ ❞C❞✉✐&❡ 6✉❡

A = UΣV T ,

❛✈❡❝ Σ = ❞✐❛❣(
√
λ1, . . . ,

√
λk)✳
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❉❡✉①✐%♠❡ ♣❛)*✐❡

❉❛♥# ❝❡&&❡ ♣❛(&✐❡✱ ♦♥ #✬✐♥&-(❡##❡ . ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉(❡ ❛♣♣(♦①✐♠❛&✐♦♥✱ ♣♦✉( ❧❛ ♥♦(♠❡ ‖ · ‖F ✱ ❞✬✉♥❡
♠❛&(✐❝❡ ❞❡ (❛♥❣ k ♣❛( ✉♥❡ ♠❛&(✐❝❡ ❞❡ (❛♥❣ ✜①-✳ ❈❡&&❡ ♣❛(&✐❡ ❡#& ✐♥❞-♣❡♥❞❛♥&❡ ❞❡# ♣❛(&✐❡#

#✉✐✈❛♥&❡#✳

❙♦✐& A ∈ M k
n,p(R) ✉♥❡ ♠❛&(✐❝❡ ❞❡ (❛♥❣ k ♦: n, p ❡& k #♦♥& ❞❡# ❡♥&✐❡(# #&(✐❝&❡♠❡♥& ♣♦#✐&✐❢#✱

k 6 min(n, p)✳ ❖♥ ❝♦♥#✐❞=(❡ ❧❛ ❞-❝♦♠♣♦#✐&✐♦♥ A = UΣV T
❝♦♥#&(✉✐&❡ ❞❛♥# ❧❛ ♣(❡♠✐=(❡ ♣❛(&✐❡✳

❙♦✐❡♥& l ∈ N
∗
❡& Ṽ ∈ Mp,l(R) &❡❧# >✉❡ l < k ❡& Ṽ TṼ = Il✳ ❖♥ ♥♦&❡ (ṽ1, . . . , ṽl) ∈ (Rp)l ❧❛

❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡# ❝♦❧♦♥♥❡# ❞❡ Ṽ ❡& (v1, . . . , vk) ∈ (Rp)k ❝❡❧❧❡ ❞❡# ❝♦❧♦♥♥❡# ❞❡ V ✳

✽✳ ✭❛✮ ❱-(✐✜❡( >✉❡ ‖A−AṼ Ṽ T‖2F = ‖A‖2F − ‖AṼ Ṽ T‖2F ✳

✭❜✮ ▼♦♥&(❡( >✉❡

‖AṼ Ṽ T‖2F =
k∑

h=1

(
λh

l∑

m=1

〈vh, ṽm〉22

)

♦: 〈 , 〉2 ❞-#✐❣♥❡ ❧❡ ♣(♦❞✉✐& #❝❛❧❛✐(❡ ✉#✉❡❧ #✉( Rp
✳

✾✳ ❖♥ #✉♣♣♦#❡ ✐❝✐ >✉❡ λl > λl+1✳

✭❛✮ F♦✉( &♦✉& l + 1 6 i 6 k ❡& &♦✉& 1 6 j 6 l✱ ♦♥ ♣♦#❡ ai =
∑l

m=1
〈vi, ṽm〉22 ❡&

bj = 1−
∑l

m=1
〈vj , ṽm〉22✳

▼♦♥&(❡( >✉❡ ❧❡# (ai) ❡& (bj) #♦♥& ❞❡# (-❡❧# ♣♦#✐&✐❢# ❡& >✉❡ ❧✬♦♥ ❛
∑k

i=l+1
ai 6

∑l
j=1

bj ✳

✭❜✮ ▼♦♥&(❡( >✉❡ ‖AṼ Ṽ T‖2F 6
∑l

h=1
λh ❡& >✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❧✬-❣❛❧✐&- #✐ ❡& #❡✉❧❡♠❡♥& #✐ ♦♥ ❛

❱❡❝&({v1, . . . , vl}) = ■♠(Ṽ ) ♦: ❱❡❝&(X) ❞-#✐❣♥❡ ❧❡ #♦✉#✲❡#♣❛❝❡ ✈❡❝&♦(✐❡❧ ❡♥❣❡♥❞(-

♣❛( X ⊂ R
p
✳

✭❝✮ ❙♦✐& M ∈ M l
n,p(R)✳ ▼♦♥&(❡( >✉❡ ‖M − A‖2F >

∑k
h=l+1

λh ❛✈❡❝ -❣❛❧✐&- #✐ ❡& #❡✉❧❡✲

♠❡♥& #✐ M = U∗Σ∗V
T
∗ ♦: Σ∗ = ❞✐❛❣(

√
λ1, . . . ,

√
λl)✱ U∗ ✭(❡#♣✳ V∗✮ ❡#& ❧❛ ♠❛&(✐❝❡

❢♦(♠-❡ ❞❡# l ♣(❡♠✐=(❡# ❝♦❧♦♥♥❡# ❞❡ U ✭(❡#♣✳ ❞❡ V ✮✳

✸
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❚!♦✐$✐%♠❡ ♣❛!*✐❡

❙♦✐❡♥% p, k ❞❡✉① ❡♥%✐❡)* *%)✐❝%❡♠❡♥% ♣♦*✐%✐❢* ❡% V ∈ Mp,k(R) %❡❧ 0✉❡ V TV = Ik✳ 2♦✉) %♦✉%

W ∈ Mp,k(R)✱ ♦♥ ♥♦%❡ MV,W ❧❛ ♠❛%)✐❝❡ ❞❡ Mp+k(R) ❞5✜♥✐❡ ♣❛) ❜❧♦❝* ♣❛)

MV,W =

(

V Ip
Ok WT

)

.

✶✵✳ ❖♥ *✉♣♣♦*❡ ✐❝✐ 0✉❡ WTV ❡*% ✉♥❡ ♠❛%)✐❝❡ ✐♥✈❡)*✐❜❧❡✳

✭❛✮ ▼♦♥%)❡) 0✉❡ MV,W ❡*% ✐♥✈❡)*✐❜❧❡✳ ❖♥ ♥♦%❡)❛ *♦♥ ✐♥✈❡)*❡ M−1

V,W ✳

✭❜✮ ▼♦♥%)❡) 0✉❡ ❧✬♦)%❤♦❣♦♥❛❧ ■♠(W )⊥ ❞❡ ■♠(W ) ❡% ■♠(V ) *♦♥% ❞❡✉① *♦✉*✲❡*♣❛❝❡*

*✉♣♣❧5♠❡♥%❛✐)❡* ❞❛♥* R
p
✐✳❡✳ ■♠(W )⊥ ⊕ ■♠(V ) = R

p
✳

■♥❞✐❝❛&✐♦♥ ✿ ❖♥ ♣♦✉,,❛ ❝♦♠♠❡♥❝❡, ♣❛, ✈0,✐✜❡, 2✉❡ ♣♦✉, z ∈ R
p
✱ 4✐ z ∈ ■♠(W )⊥

❛❧♦,4 WTz = 0✳

✭❝✮ ❖♥ ❞5✜♥✐% ❧❛ ♠❛%)✐❝❡

PV,W = (V Op)M
−1

V,W

(

Ip
Ok,p

)

.

▼♦♥%)❡) 0✉❡ PV,W ❡*% ❧❛ ♠❛%)✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣)♦❥❡❝%✐♦♥ *✉) ■♠(V ) ♣❛)❛❧❧E❧❡♠❡♥% F ■♠(W )⊥✳

✶✶✳ ❙♦✐% q ∈ N
∗
✳ ▼♦♥%)❡) 0✉❡ ❧✬❡♥*❡♠❜❧❡ ❞❡* ♠❛%)✐❝❡* ✐♥✈❡)*✐❜❧❡* ❞❡ Mq(R) ❡*% ✉♥ ♦✉✈❡)% ❡%

0✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ M 7→ M−1
❡*% ❝♦♥%✐♥✉❡ *✉) ❝❡% ♦✉✈❡)%✳

✶✷✳ ▼♦♥%)❡) 0✉✬✐❧ ❡①✐*%❡ ✉♥ ✈♦✐*✐♥❛❣❡ V ❞❡ V ❞❛♥* Mp,k(R) %❡❧ 0✉❡ W
TV ❡*% ✐♥✈❡)*✐❜❧❡ ♣♦✉)

%♦✉% W ∈ V ❡% ❧✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ W 7→ PV,W ❡*% ❝♦♥%✐♥✉❡ ❞❡ V ❞❛♥* Mp(R) ✳

◗✉❛*!✐%♠❡ ♣❛!*✐❡

❙♦✐❡♥% n, p ❡% k %)♦✐* ❡♥%✐❡)* *%)✐❝%❡♠❡♥% ♣♦*✐%✐❢* %❡❧* 0✉❡ k 6 min(n, p)✳ ❖♥ ❞5✜♥✐% ♣♦✉) %♦✉%❡

❧❛ *✉✐%❡ ❧✬❡*♣❛❝❡ ✈❡❝%♦)✐❡❧

E = Mn,k(R)× Mk(R)× Mp,k(R) .

❙♦✐❡♥% A ∈ M k
n,p(R) ✉♥❡ ♠❛%)✐❝❡ ❞❡ )❛♥❣ k ❡% (U,Σ, V ) ∈ E %❡❧* 0✉❡

A = UΣV T, UTU = V TV = Ik

❡% Σ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ F ❝♦❡✣❝✐❡♥%* ❞✐❛❣♦♥❛✉① *%)✐❝%❡♠❡♥% ♣♦*✐%✐❢* ✭❧✬❡①✐*%❡♥❝❡ ❞❡ (U,Σ, V ) ❛ 5%5

♠♦♥%)5❡ ❞❛♥* ❧❛ ♣)❡♠✐E)❡ ♣❛)%✐❡✮✳

✹
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✶✸✳ ❙♦✐❡♥( (U,Σ, V ) ∈ E ✳ ❖♥ ❝♦♥+✐❞-.❡ ❧❛ ❝♦✉.❜❡ γ : R → Mn,p(R) ❞3✜♥✐❡ ♣❛. γ(t) =

(U + tU)(Σ + tΣ)(V + tV )T✳

✭❛✮ ▼♦♥(.❡. 9✉❡ ❧❡+ ❢♦♥❝(✐♦♥+ t 7→ .❣(U + tU)✱ t 7→ .❣(Σ + tΣ) ❡( t 7→ .❣(V + tV ) +♦♥(

❝♦♥+(❛♥(❡+ ❛✉ ✈♦✐+✐♥❛❣❡ ❞❡ t = 0✳

✭❜✮ ❊♥ ❞3❞✉✐.❡ 9✉❡ γ(t) ∈ M k
n,p(R) ❛✉ ✈♦✐+✐♥❛❣❡ ❞❡ t = 0✳

✭❝✮ ▼♦♥(.❡. 9✉❡ γ ❡+( ✐♥❞3✜♥✐♠❡♥( ❞3.✐✈❛❜❧❡ +✉. R ❡( ❞♦♥♥❡. ❧✬❡①♣.❡++✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞3.✐✈3❡

γ′(0) ❞❡ γ ❡♥ 0✳

✶✹✳ ❖♥ ♥♦(❡ TA = {UΣV T + UΣV T + UΣV
T
| (U,Σ, V ) ∈ E , U

T
U = V

T
V = Ok }✳

✭❛✮ ❱3.✐✜❡. 9✉❡ (♦✉+ ❧❡+ 3❧3♠❡♥(+ ❞❡ TA +♦♥( ❞❡+ ✈❡❝(❡✉.+ (❛♥❣❡♥(+ D M k
n,p(R) ❡♥ A ❡(

9✉❡ TA ❡+( ✉♥ +♦✉+✲❡+♣❛❝❡ ✈❡❝(♦.✐❡❧ ❞❡ Mn,p(R) ❞♦♥( ♦♥ ❞♦♥♥❡.❛ ❧❛ ❞✐♠❡♥+✐♦♥✳

✭❜✮ ❙♦✐( NA = {N ∈ Mn,p(R) | N
T
U = Op,k, NV = On,k }✳ ▼♦♥(.❡. 9✉❡ NA ❡+( ❧❡

+♦✉+✲❡+♣❛❝❡ ♦.(❤♦❣♦♥❛❧ D TA ❞❛♥+ Mn,p(R) ♣♦✉. ❧❡ ♣.♦❞✉✐( +❝❛❧❛✐.❡ 〈 , 〉F ✳

✶✺✳ ❙♦✐( Ã ∈ Mn,p(R)✳ ❖♥ ❞✐( 9✉❡ Ã ✈3.✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐(✐♦♥ ✭❈✮ +✐

(C) ■♠(ÃVVT) = ■♠(Ã) ❡( ■♠(ÃTUUT) = ■♠(ÃT) .

✭❛✮ ▼♦♥(.❡. 9✉❡ +✐ Ã ✈3.✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐(✐♦♥ ✭❈✮ ❛❧♦.+ .❣(Ã) 6 k ❡(

■♠(ÃTUUT)⊥ = ker(Ã) .

✭❜✮ ▼♦♥(.❡. 9✉✬✐❧ ❡①✐+(❡ ǫ > 0 (❡❧ 9✉❡ ♣♦✉. (♦✉( Ã ∈ M k
n,p(R)✱ ❧❛ ♠❛(.✐❝❡ Ã ✈3.✐✜❡ ❧❛

❝♦♥❞✐(✐♦♥ ✭❈✮ ❞-+ 9✉❡ ‖Ã−A‖F 6 ǫ✳

✶✻✳ ❙♦✐( φ : Mn,p(R) → Mn,p(R)×Mp,n(R) ❞3✜♥✐❡ ♣❛. φ(Ã) = (ÃV V T, ÃTUUT) ♣♦✉. (♦✉(

Ã ∈ Mn,p(R)✳

✭❛✮ ■❞❡♥(✐✜❡. ker(φ) ❡♥ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ NA ✐♥(.♦❞✉✐( D ❧❛ 9✉❡+(✐♦♥ ✭✶✹❜✮✳

✭❜✮ ❖♥ ♥♦(❡ πA : Mn,p(R) → Mn,p(R) ❧❛ ♣.♦❥❡❝(✐♦♥ ♦.(❤♦❣♦♥❛❧❡ +✉. TA ❞❛♥+ Mn,p(R)✳

▼♦♥(.❡. 9✉❡ φ = φ ◦ πA✳

✭❝✮ ❙♦✐( Ã ∈ M k
n,p(R) ✈3.✐✜❛♥( ❧❛ ❝♦♥❞✐(✐♦♥ ✭❈✮✳ ❖♥ ♥♦(❡ W = ÃTUUT

✳ ▼♦♥(.❡. 9✉❡

+✐ PV,W ❡+( ❧❛ ♠❛(.✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣.♦❥❡❝(✐♦♥ +✉. ■♠(V ) ♣❛.❛❧❧-❧❡♠❡♥( D ■♠(W )⊥ ❛❧♦.+

Ã = ÃV V TPV,W .

✶✼✳ ❊♥ ❞3❞✉✐.❡ 9✉✬✐❧ ❡①✐+(❡ ǫ > 0 (❡❧ 9✉❡ ❧❛ .❡+(.✐❝(✐♦♥ ❞❡ πA D M k
n,p(R)∩B(A, ǫ) ❡+( ✐♥❥❡❝(✐✈❡

♦M B(A, ǫ) = {Ã ∈ Mn,p(R) | ‖Ã− A‖F < ǫ } ❡+( ❧❛ ❜♦✉❧❡ ♦✉✈❡.(❡ ❞❡ Mn,p(R) ❝❡♥(.3❡

❡♥ A ❡( ❞❡ .❛②♦♥ ǫ✳
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✶✽✳ ❙♦✐& ρA ❧❛ ♣*♦❥❡❝&✐♦♥ ♦*&❤♦❣♦♥❛❧❡ 1✉* NA ❞❛♥1 Mn,p(R)✳

✭❛✮ ▼♦♥&*❡* ♣♦✉* &♦✉& Ã ∈ Mn,p(R)✱ ♦♥ ❛ ρA(Ã) = (In − UUT)Ã(Ip − V V T)✳

✭❜✮ ▼♦♥&*❡* 9✉❡ ρA(AB) = 0 ♣♦✉* &♦✉& B ∈ Mp(R)✳

❙♦✐& Ã ∈ M k
n,p(R) ✈;*✐✜❛♥& ❧❛ ❝♦♥❞✐&✐♦♥ ✭❈✮✳

✭❝✮ ▼♦♥&*❡* 9✉❡ 1✐ W = ÃTUUT

ρA(Ã) = (In − UUT)(Ã−A)V V T(PV,W − PV,V )(Ip − V V T) .

✭❞✮ ❊♥ ❞;❞✉✐*❡ 9✉❡ ‖ρA(Ã)‖F 6
√
(n− k)k(p− k) ‖Ã−A‖F ‖PV,W − PV,V ‖F ✳

✶✾✳ ▼♦♥&*❡* 9✉❡ TA ❡1& ❡①❛❝&❡♠❡♥& ❧✬❡♥1❡♠❜❧❡ ❞❡1 ✈❡❝&❡✉*1 &❛♥❣❡♥&1 C M k
n,p(R) ❡♥ A✳
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