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SESSION 2015 PCMS006

Jamn. CONCOURS COMMUNS

"wr: POLYTECHNIQUES

EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE PC

MODELISATION DE SYSTEMES PHYSIQUES OU CHIMIQUES

Durée : 4 heures

N.B. : le candidat attachera la plus grande impoite a la clarté, a la précision et a la concisioa d
la rédaction. Si un candidat est amené a repérequigoeut lui sembler étre une erreur d’énoncégiil
signalera sur sa copie et devra poursuivre sa casitpm en expliquant les raisons des initiative:
qu'il a été amené a prendre.

| Les calculatrices sont interdites|

Le sujet comporte deux parties indépendantes. heidat précisera au début de sa copie le lanc
de programmation (Python ou Scilab) qu'il a chasitoutes les questions seront traitées dan
méme langage. Un bonus sera accordé aux copiegssigvec des programmes bien commer
Plusieurs fonctions du langage Scilab sont rappelées en annexe Bardidats choisissant |
langage Python pourront utiliser les bibliotheques numpy et matpbgtiilot. Une documentatior
simplifiée de plusieurs fonctions de ces bibliotheestprésente en annexes B et C.
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SIMULATION NUMERIQUE DU TRANSFERT THERMIQUE DANS UN
MUR EN REGIME TRANSITOIRE

On étudie les transferts thermiques dans le mur d’une maison, figure 1(a). La température a
I’intérieur de la maison est constante dans le temps et égale a Tj,, = 20 °C. Aux temps négatifs
(t < 0), la température extérieure est égale a T,y = 10 °C. A t = 0, elle chute brusquement a
Toxt2 = —10 °C et elle reste égale a cette valeur aux temps positifs (¢ > 0), figure 1(b). On
souhaite étudier I’évolution du profil de température dans le mur au cours du temps.
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Figures 1 (a) - Schéma du mur étudié. (b) - Evolution de la température extérieure au cours du temps.

Le mur a une épaisseur e = 40 cm. Les propriétés physiques du mur sont constantes : conductivité

thermique A = 1,65W.m™*. K™, capacité¢ thermique massique c, = 1000 ].kg~*.K™?, masse

volumique p = 2 150 kg. m™3.

PARTIE I : ETUDE PRELIMINAIRE

Dans cette partie, on établit I’équation gouvernant les variations de la température et on la résout en
régime permanent.

I.A. Equation gouvernant la température
On suppose que la température dans le mur T ne dépend que du temps t et de la coordonnée x.
LLA.1. A quelle condition peut-on supposer que la température ne dépend pas des coordonnées y et z ?

I.A.2. Donner I’équation générale qui décrit le transport de chaleur dans un solide en 1’absence de
source d’énergie. Comment cette équation se simplifie-t-elle sous les hypothéses de la question
LA.1?

L.LB. Conditions aux limites
On envisage plusieurs types de conditions aux limites.
@) La température est imposée aux limites du systéme.
(i)  La paroi extérieure est isolée par un matériau de trés faible conductivité.

LB.1. Traduire chacune de ces conditions aux limites sur la fonction T (x, t) et/ou sa dérivée.
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Dans toute la suite, on adoptera des conditions aux limites de type température imposée.
I.C. Solutions en régime permanent

I.C.1. Résoudre I’équation obtenue a la question I.A.2. en régime permanent, avec les conditions
aux limites de type températures imposées (question .B.(i)) :
- pour un instant particulier négatif t; < 0,
- pour un instant particulier positif t, > 0, trés longtemps apres la variation de
température extérieure, quand le régime permanent est de nouveau établi dans le mur.

I.C.2. Quelle est la nature des profils T (x) obtenus (en régime permanent) a ces deux instants ?
Tracer & la main les deux profils sur un méme graphique sur la copie.

L.C.3. Sur le méme graphique, tracer a la main qualitativement les profils intermédiaires a

différents instants entre la variation brutale de la température extérieure (t = 0) et I’instant t, ou le
régime est de nouveau permanent.

PARTIE II : RESOLUTION NUMERIQUE
II.A. Equation a résoudre
On cherche a résoudre numériquement 1’équation aux dérivées partielles :
T a%T "
*ot " ox? @

ou a est une constante. A 1’équation (1) sont associées les conditions :

T(0,t) = Tine pour tout ¢t >0

T(e,t) = T,y, pourtout t>0

T(x,0) =ax+b pourtout x € [0,e]
II.A.1. Quelle est I’expression de a en fonction des paramétres physiques du mur ?

II.LA.2. Exprimer a et b en fonction de Ty, Texsq Cte.

Pour effectuer la résolution de 1’équation (1), nous utiliserons la méthode des différences finies
présentée dans la partie II1.B.

II.B. Méthode des différences finies
IL.B.1. Discrétisation dans 1’espace et dans le temps

On divise l’intervalle [0, e], représentant 1’épaisseur du mur, en N + 2 points, numérotés de 0 a
N + 1, régulierement espacés de Ax (figure 2, page suivante). Cette division est appelée
« discrétisation ». La distance Ax est appelée le « pas d’espace ». A P’intérieur du mur (frontieres
intérieure et extérieure exclues) se trouvent donc N points. On cherche a obtenir la température en
ces points particuliers & chaque instant.
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Figure 2 - Discrétisation spatiale dans la direction x.
II.B.1.a. Donner I’expression de Ax en fonction de N et de 1’épaisseur du mur e.
IL.B.1.b. Donner I’abscisse x; du i¢ point en fonction de i et Ax, sachant que x, = 0 et xy,1 = e.

Le temps est discrétisé en ItMax intervalles de durée At et on ne s’intéresse au profil de
température qu’aux instants particuliers t;, = k.At. L’intervalle élémentaire de temps At est appelé
le « pas de temps ».

Pour résoudre 1’équation (1), deux méthodes sont proposées :
- méthode utilisant un schéma explicite,
- méthode utilisant un schéma implicite.

I1.B.2. Méthode utilisant un schéma explicite

II.LB.2.a. A I’aide d’un développement limité de la fonction x +— T(x, t), donner une expression
de T(x + Ax, t) a I’ordre 3 (0(Ax®)) en fonction de T et de ses dérivées partielles par rapport a x
évaluées en (x, t). De méme, donner une expression de T'(x — Ax, t) a I’ordre 3.

2
II.B.2.b. En déduire une expression approchée a I’ordre 1 (0(Ax)) de % (dérivée partielle
xt
spatiale seconde de T évaluée au point x a I’instant t) en fonction de T'(x + Ax, t), T(x — Ax, t) et
T(x,t) etAx.

On note Tik la température T(x;, t;), €valuée au point d’abscisse x; a I’instant t;. De méme, on
note TX, = T(x; + Ax, ty) et TK, = T(x; — Ax, ty).
1 . L, . [ 92T (e .
I1.B.2.c. Déduire de la question précédente une expression approchée de PPy (dérivée partielle
X Ly

spatiale seconde de T évaluée en x; a I’instant t;) en fonction de T, TX , et T}, et Ax.

La dérivée partielle temporelle de 1’équation (1) est maintenant approchée grace a un
développement limité.

I1.B.2.d. A l’aide d’un développement limité de la fonction t — T(x, t), donner une expression
de T(x,t+ At) a l'ordre 1 (0(At)) en fonction de T et de sa dérivée partielle par rapport a t
évaluées en (x, t).

II.B.2.e. En déduire une valeur approchée de % (dérivée partielle par rapport au temps de T
xt

évaluée au point x a I'instant t) & ’ordre 0 (0(1)) en fonction de T'(x, t + At), T(x, t) et At.
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