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ECOLE DES PONTS PARISTECH,
SUPAERO (ISAE), ENSTA PARISTECH,
TELECOM PARISTECH, MINES PARISTECH,
MINES DE SAINT-ETIENNE, MINES DE NANCY,
TELECOM BRETAGNE, ECOLE NATIONALE DES PONTS ET CHAUSSEES.
CONCOURS D’ADMISSION 2015

PREMIERE EPREUVE DE MATHEMATIQUES
Filiere PC

(Durée de I’épreuve : 3 heures)
L’usage d’ordinateur ou de calculatrice est interdit.

Sujet mis a la disposition des concours :
Cycle international, ENSTIM, TELECOM INT, TPE-EIVP

Les candidats sont priés de mentionner de fagon apparente sur la premiére page de la copie :

MATHEMATIQUES I - PC.

L’énoncé de cette épreuve comporte 6 pages de texte.

Si, au cours de I’épreuve, un candidat repere ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le
signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est
amené & prendre.
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Méthode de Stein

— On note F l'ensemble des fonctions bornées de N dans R.

— On note P l'ensemble des suites de nombres réels positifs de somme égale

al:

73—{P—(pn,nZO)telqucVnZO,anOCt an—l}.

n=0

— Pour P et @ deux éléments de P, on définit

dist(P, Q) = sup

ACN

S — D tn

neA neA

)

i) La(n)pn — i) 1a(n)gn

= sup
ACN

ou 1u(n) =1sin € Aet1a(n) = 0 sinon. On pourra écrire P(A) pour
ZneApn-

— Dans tout ce qui suit, A est un réel strictement positif fixé et h est un élément

de F, c’est-a-dire une fonction bornée de N dans R.

I Préliminaires

1.

Trouver le réel c tel que la suite

' ) — )

appartienne a P.

. Soit p et g deux réels de [0, 1]. Calculer

dlSt((l—p,p,O,), <1_q7Qa07)>

Soit f € F et P € P, montrer que la série de terme général (f(n)p,, n > 0)
est convergente.
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II Caractérisation

Soit Py = (p{V, n € N) € P défini par

n

pMN = ™A o pour tout n € N.

4. Soit f € F, montrer que la série de terme général (nf(n)p™, n > 0) est
convergente.

5. Pour tout f € F, établir I'identité suivante :

A if(nvL 1) pS{\) = inf(n) pﬁl’\). (1)

n=0

Soit @ = (¢, n > 0) un élément de P tel que pour tout f € F, I'identité suivante
soit satisfaite :

Aif(n+1) qn:inf(n)q

6. En choisissant convenablement des éléments de F, montrer que (Q = Pj.

IIT Résolution de I’équation de Stein

On note Sy, 'ensemble des fonctions f de N dans R, telles que, pour tout
entier n > 0, 'identité suivante soit satisfaite :

A(n+1)—nf(n Zh (2)

Pour simplifier les notations, on note h 1a fonction définie pour tout n > 0 par

) = ) = 32 08) 1.

7. Montrer que S;, posseéde une infinité d’éléments et que pour tout f € Sy,
pour tout entier n > 1,

n—1) =t Nk
s = O Siih) 3y )
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8. Pour f € S, pour tout entier n > 1, établir I'identité suivante :

s == ST gy

9. En déduire que toute fonction f € Sy, est bornée.

IV  Propriété de Lipschitz
Pour une fonction f de N dans R, on considere la fonction A f définie par
Af : N—R
n+— f(n+1)— f(n).
On veut montrer que pour f € Sy,

Y
sup |Af(n)] < 2 (sup h(k) - ,ggghw)) . (5)

n>1 A keN

Pour un entier m > 0, on considere d’abord le cas particulier ot h = 1y, :
h(m) =1et h(n) =0 si n # m.

On note f,, 'un des éléments de Sy, ;.

10. Etablir pour 1 < n < m, l'identité suivante :

('n, — 1)' ()\) n-l )\k
oo b

k=0

fm(n) = —

11. Etablir une identité analogue pour n > m > 0 et en déduire le signe de fm(n)
pour tout n > 1.

12. Montrer que la fonction Af,, est négative sur N\{0, m}.

Indication : on distinguera les cas 1 <n <m etn >m > 0.

13. Etablir les identités suivantes :

1— 67)‘ 67)‘ o] /\k m L )\k
Afo(0) = N Afm(m) = Y ( > a mk') pour m > 0.
k=m41 V' k=1 '
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14. En déduire que

1— -
sup Afp(n) < c_.
n>1 )\

On étudie maintenant le cas général. On définit la fonction hy par

hi(n) = h(n) — inf h(k).

keN

15. Montrer que S, = S, .

16. Montrer que la série
Z h+ (m)fm(n)
m=0

est convergente pour tout entier n > 1.

17. Montrer que la fonction f définie, pour tout n > 1, par
f(n) =3 ha(m)fm(n),

m=0

appartient a S.

18. En déduire que pour tout entier n > 1,

fnt 1) — fn) < L2 (sup h(k) — inf h(k)) .

A LeEN keN

En utilisant —f et h_ = supgen h(k) — h, on prouverait de facon analogue que
pour tout entier n > 1,

(1) - fy) < 2 (suphm ~ inf h(k)) |

A keEN keN

et qu’ainsi I'inégalité (5) est vraie dans le cas général.
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V Application probabiliste

On considére (X, & = 1,---,n) une suite de variables aléatoires discrétes
indépendantes. On suppose que pour tout entier k € {1,--- ,n}, Xy suit une loi
de Bernoulli de parametre 74, € 10, 1] :

On pose A = Y}, i ainsi que

S:ZXk et pour tout k € {1,--- ,n}, Wi =85 — X;.
k=1

On identifie la loi de la variable aléatoire S et 'élément (P(S = k), k € N) de P,
I’ensemble défini au début de ce texte.

19. Pour tout k € {1,--- ,n}, pour tout f € F, montrer que

X f(S) = X f(Wy + 1) et que E(f(Wy)Xy) = reE(f(Wh)).

20. Soit h € F et f € Sy, établir I'identité suivante.

BM(S+ 1)~ SA(S) = 3 riB(Xel7 (W +2) — (Wi + 1)),

k=1

21. Etablir que
dist(10i(S), Py) = sup ‘E(AfA(SJr 1) - SfA(S))‘,
ACN
ol f4 est un élément de Sy .

22. En déduire que
1— e—)\ n
2

dist(loi(S5), Py) < 5

FIN DU PROBLEME
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