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ECOLE POLYTECHNIQUE

CONCOURS D’ADMISSION 2015 FILIERE MP

COMPOSITION DE MATHEMATIQUES - B — (X)

(Durée : 4 heures)
L’utilisation des calculatrices n’est pas autorisée pour cette épreuve.

* Kk Kk

Toute affirmation doit étre clairement et completement justifiée.

Les quatre parties sont largement indépendantes les unes des autres.
Premiére partie

Dans cette partie, on utilisera & plusieurs reprises la fonction I : ]0, +00[ — R définie par

T'(y) = /OOO e ity Ldt. (1)

1
On admettra que I' (§> = /.

la. Montrer que I' est bien définie et que pour tout y > 0, yI'(y) = I'(y + 1). En déduire
que, pour tout n € N, I'(n + 1) = nl.

+o00
1b. Montrer que pour tout y > 0, on a I'(y) = yil/ e~ tYdt, puis que
0

400

D(y) = ey / e v ds,
—1

ol ¢ est la fonction définie sur |—1,4o00[ par ¢(s) = s —In(1 + s).

2. On considere dans cette question une fonction f :]0,+oo[ — R continue par morceaux
vérifiant les deux propriétés suivantes :

(a) il existe un entier K > 0 et un réel C' > 0 tels que |f(t)] < Ct¥ sur [1,400],

(b) il existe un entier N > 0, deux réels A > 0 et u > 0 et des réels ag, ..., an tels que

N
f(t) = Z ay tEHA=W/ 4 g (t(N+)‘_“)/“> quand t — 0.
k=0
N
On note py(t) = f(t) — Zakt(k+)‘_“)/“ le reste du développement asymptotique de f.
k=0
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2a. On fixe § > 0 et a € R. Montrer que pour tout z > 0, la fonction ¢ — e ¥/%t* est
intégrable sur [d, +o00[ et que pour tout n € N, on a :

00
/ et = o(z") quand z — 0%,
s
En déduire que pour tout n € N,
»+00
/ e T pn(t)dt = o(z") quand z — 0.
s

2b. On fixe ¢ > 0. Montrer lexistence de § > 0 et d’une constante C’ indépendante de ¢ et
d tels que

)
Va > 0, / eft/sz(t)dt’ < ClegNHN/1
0

2c. En déduire que

+00
/ e pn()dt = o(xVFN/H)  quand & — 07
0

2d. On note F' la fonction définie par :

+oo
F(z) = /0 eV (t)dt.

Montrer que F est bien définie sur ]0, +oo[ et qu’elle vérifie la formule asymptotique suivante :

al k4 A
F(z) = Z agl’ (7) "N (x(N+’\)/“> quand z — 0F. (2)
k=0 H
3. On rappelle que la fonction ¢ a été définie a la question 1b.
3a. Tracer le graphe de ¢. Montrer que ¢ définit par restriction aux intervalles |—1,0[ et
10, +00[ respectivement
une bijection ¢_ :]—1,0[ — ]0, +o0],

— une bijection ¢4 :]0,+oo[ — |0, +00].

On notera ¢_" : ]0, +oo[ — |—1,0[ et ¢;* :]0, +oo[ — |0, +oo[ les bijections réciproques.

3b. Montrer que si s € |—1,1],

On admet l'existence de deux séries entieres ), -, brq” et Dkt cxq®, de la variable ¢, et de
rayon de convergence strictement positif, ot by > 0 et ¢; < 0, et telles que 'on ait, pour ¢ dans
un voisinage de 0 dans [0, +o00],

¢ (Z bqu> =¢ (Z qu’“> =q".
k=1 k=1

Téléchargé gratuitement sur www.Doc-Solus.fr.


http://www.doc-solus.fr/

X/ENS Maths B MP 2015 — Enoncé 3/7

3c. Calculer by, ba, b3 et c1, co et c3. En déduire les développements asymptotiques suivants
quand ¢ — 0, ¢ > 0, pour les fonctions ¢:1 et QSjrl ainsi que leurs dérivées :

-1 2q ¢*? 3/2
o (q):\/2q+— —2+0(q )s

+o(q*?), ¢-'(q) = \/—+—— 7%

/
9\f
1

NV 2, Va vy 2 V4
(671 (q) = T §+W+(\/—) (625_1)(‘1)*—\/—2714‘5—@4‘0(\/(_1)

3d. Montrer que

L(y) =e Yy /OOO eV ((611) (q) — (62" (q)) dg.

3e. En déduire que

L (272 1 1
D(y) =e™yY n 1+Fy+0 " quand y — 4o0.

Deuxiéme partie
On considére dans cette partie la fonction F : ]0, +o00[ — R définie par

+o0
F(z) = / e tr Lt
1

On va voir qu’une série divergente peut étre utile pour calculer une valeur approchée de F' en
un point particulier.

4. Montrer que F est bien définie et de classe € sur ]0, +oo].
Pour N € N* et © > 0, on pose
ry(z) = (=1D)N N1gN+! e Ve,

N
z) = (DF (k= 1)lak e,
k=1

+oo
Rn(z) = (—1)N NizV / ot/ (N+1) gy
1

5. Montrer que, pour tout N > 1 et tout > 0, F(z) = Sy(z) + Ry ().

6a. Préciser le domaine de convergence de la série Zk%(—l)k*l (k —1)! z* et montrer que
la suite (Ry(z))n>1 n’est pas bornée.
6b. Montrer que, si N € N* et > 0,

|BN(2)] < |rn(2)].

En déduire que Ry41(z) = o(ry(x)) quand x — 0.
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6c¢. Montrer que le reste est de 'ordre du premier terme négligé, c’est-a-dire que pour tout
N >1,
Ryn(z) ~rn(z) quand z — 0.

6d. Montrer que, pour 0 < = < 1/2, la suite (|ry(z)|)n>1 est décroissante jusqu’a un certain
rang, puis croissante. (On ne demande pas de montrer cela pour la suite (|Ry(z)|)n>1.)

Quand on utilise Sy (x) comme valeur approchée de F'(z), on dit que lerreur relative est

Ry(zx)

En(z) = ’

7a. Montrer que, si N est pair : N = 2M avec M > 1, et si 0 <z < 1/N, on a Sy(z) >0

et
N! xN+1

En(z) < 37

[y

: (1 — (20 + 1)x) (20)! %!
=0

1
7b. Vérifier que Fy (E) <3.1073.

Troisieme partie

Soit d > 1 un entier. On considére I'espace Gper(RY) des fonctions f : R? — C continues et
1-périodiques en chacune de leurs variables, c’est-a-dire que si I’on note e; les vecteurs de la base
canonique de R%, on a

Vo e RY Vi€ {l,...,d}, f(0+e)=f(0).
Gper(R?) est muni de la norme uniforme :

[[flloc = sup [£(0)]-

R

On appelle polynéme trigonométrique (en d variables) toute fonction de la forme

0=(01,....00) — > cpe®™
keK

ot K est une partie finie de Z% et on a noté pour k = (ki,,...,kq), k-0 = k161 + - + kqfy le
produit scalaire canonique sur R?; la norme associée est notée ||k| = /k? +--- + k2.

L’objectif de cette partie est de montrer que les polynémes trigonométriques en d variables
sont denses dans Gpe(R?), c’est-a-dire que si on se donne f € Gper(R?) et & > 0, il existe un
polyndéme trigonométrique @ tel que

If = Qllo <&
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On admet que ce résultat est vrai en dimension d = 1, et on va en déduire la preuve dans le
cas de la dimension d = 2. On constatera qu’elle se généralise aisément a toutes les dimensions
d>=2.

Dans toute la suite de cette partie, on se place donc en dimension d = 2. On introduit le
sous-espace vectoriel ‘gsep(]RQ) de %”per(Rz) constitué des fonctions de la forme

0= (01,02) = > fi(01)g:(62),

ouneNet fi,....fn,91,---,9n 6%per(R)-

8. Montrer que ’ensemble des polynoémes trigonométriques en deux variables est dense dans
Gaep(R?).

On considére, pour j > 2 un entier, la fonction 1; : R — R 1-périodique définie sur |—1/2,1/2]
par
Vte]-1/2,1/2], ;(t) = max(0,1 — j[t|).

En outre, pour les entiers 0 < k < j, on définit les fonctions 1 : R — R par

vVt € R, iﬁj’k(t) = 1/1j <t — ?) .

9. Montrer que ¢ € Gper(R).

10. On se donne f € Gper(R?) et 7 > 2 un entier, et on pose
Jj—1 j-1 ki k
Si(f)(01,09) = Zf( ! Q)w]kl(el)w]kz(eg)
k1=0ko=0

0!
10a. Montrer que Sj(f) € Guep(R?) et coincide avec f aux points (—1, —2) pour (¢1,43) €
JJ

/8

10b. Soient j > 2, k; et ko deux entiers tels que 0 < k1, ke < j, et
k
pe o bt [h 1]
J J J J
. . . b by
Exprimer Sj(f)(f) comme un barycentre des points f 57 ou ly € {ki,ki +1} et by €
{k2, k2 + 1}. En déduire que ||S;(f) — flloo = 0 quand j — +o0.

11. Conclure que I'ensemble des polynémes trigonométriques en deux variables est dense
dans Gper (R?).
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Quatrieme partie

On se donne f : R? — C et g : R? — R? deux fonctions continues et 1-périodiques en chacun
de leurs arguments, et w € R?, € R deux parametres. On considére le probléme suivant

{F/(t) = f(a(t))

& (t) = w + zg(alt)) ®

assorti des conditions initiales F(0) = 0 et a(0) = (0,0), ot a« : R — R? et F: R — C sont les
fonctions inconnues.

Si ¢ : R? — C est continue, on admet que

/01 (/Olw(el,eg)del) by = /01 (/Olw(el,og)dag) 6.

1,1
On note cette quantité / / ©(61,02)d01d0y et on appelle moyenne de .
o Jo

On suppose dans toute la suite que f est de moyenne nulle, c’est-a-dire

1 1
/ / £(61,02)d0,d0y = 0.
0 0

On commence par supposer x = 0.

12. Déterminer I'unique solution (F, «) du systéme (3) avec conditions initiales F(0) = 0 et
a(0) = (0,0).

Le vecteur w = (wq,ws) est dit résonnant s'il existe (k1,k2) € Z2\ {(0,0)} tel que

kiwy + kows = 0.

13. Montrer que, si w est résonnant, il existe une fonction f pour laquelle F'(t) = t.

14. Supposons que w n’est pas résonnant.

14a. Montrer que, si f est un polynéme trigonométrique, alors F' est bornée sur R.

14b. Montrer que plus généralement, si f € Gper(R2), alors F(t) = o(t) quand t — +oo.
15. On suppose désormais x # 0 (mais proche de 0). L’expression déterminée dans la ques-

tion 12 n’est généralement plus une solution.

On suppose donnée une solution o : R — R2 de classe € : 'objectif de cette derniere
question est d’en obtenir un développement asymptotique. Pour cela, on considére une nouvelle
fonction inconnue & : R — R2, de la forme

a(t) = a(t) + zh(a(t)),
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ou h : R? — R? est une fonction auxiliaire judicieusement choisie. On cherche h qui soit 1-
périodique en chacun de ses arguments, de classe €' et de moyenne nulle, et que de plus, pour
un certain v € R?, elle satisfasse I’équation

Vo e R, dh(f) w4+ g(f) =v. (4)
(On a noté dh la différentielle de h).
15a. Déterminer v en fonction de g. Dans le cas ou les deux composantes g; et go de g sont

des polynémes trigonométriques, en déduire I'existence d’une solution h de I’équation (4), que
I'on explicitera.

Dans la suite, on suppose g de classe €, et on admet ’existence d’une telle solution A.

15b. Montrer qu'’il existe une fonction € : R? — R? telle que
&' (t) = w+ av + ze(z, t)

et supsep ||le(z,t)|| = 0 quand z — 0.

15c. Soit T > 0 fixé. Montrer qu’il existe une fonction 7 : R2 — R? telle que
at) = (w+av)t + x(h(0,0) — h(wt)) + zn(z,t)

et supyejo. 1 In(z, )| — 0 quand = — 0.
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