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Dans tout le probléme, R? est muni du produit scalaire euclidien canonique noté (, ) et de la norme | | associée.
Si Q est un ouvert non vide de R? et si (k,n) € (N*)2, on note C¥(€2, R™) I’espace des fonctions de classe C* de
Q dans R™.

Si f € CHQ,R"), la différentielle de f au point p de 2 est notée df, ; sa matrice relativement aux bases
canoniques de R? et de R™ est appelée matrice jacobienne de f en p et est notée Jac f(p).

Si f est dans C3(Q,R), on dit que f vérifie (1) si et seulement si

2 2 2 b
o) e S < ghen - (o) =1 )

On note P, I'ensemble des fonctions polynomiales de degré < 2 de R? dans R c’est-a-dire les applications de R?
dans R de la forme

T ar?+bry+cy? +dr+ey+f  on (a,b,c,d,e, f) € RS.

Le but principal du probléme est de montrer que les solutions de (1) sur R? appartiennent a Ps.

I Les équations de Cauchy-Riemann

Soient f et g dans C'(R2,R) vérifiant les équations, dites de Cauchy-Riemann,

of 9 OF__ 9
oxr  dy oy Oz

On définit deux fonctions sur R} x R par
v(r,0) € R} xR, f('r.ﬂ) = f(rcosf,rsinf) et g(r,0) = g(rcosd,rsind)
Pour n € Z, on note &, 'espace des fonctions f de C*(R%,C) telles que

Vt € RY, t2FE) +tf(t) —n?f(t) =0

LA -

I.A.1) Exprimer %(rﬁ) et g—g(rﬁ) en fonction de r, 6, %(rcos 0,rsinf) et g—;‘(r cos,rsind).
tout (r,0) € R w1 0, 0T 1 OF

I.A.2) Pour tout (r,) € R} x R, montrer o (r,0) = - %20 (r,0) et o (r,0) = - % 20 (r,0).

I.B - Pour a € R, soit ¢, la fonction de RY dans R définie par

VEERYL,  pa(t) =to

I.B.1) Pour tout n € Z*, déterminer les réels a tels que ¢, appartienne a &,.
1.B.2) Déterminer &, pour n € Z. On discutera séparément le cas n = 0.

I.C - Pour n € Z, soient ¢,y et ¢y 4 les fonctions de R} dans C définies par

1 [~
Cnp(r) = o / flr,0)e=™0d0
Vr € R%, o
’ L —ind
Cng(r) = P g(r,0)e~"m?do

T

I.C.1) Montrer que c, ¢ est de classe C! sur R, et vérifie

n
Vre R:—* (Cn,f)/ (r)= s Cmg(r)
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I.C.2) Montrer que ¢,y appartient & &, et que ¢y, ; est bornée au voisinage de 0. En déduire Pexistence de
an, € C tel que

Vr e RY, Cn,f (1) = an rinl

1.C.3) En énoncant précisément le théoréme utilisé, établir

P
V(r.0) eRL xR,  f(r,0)= lim > anrltle?
p—o0

n=-—p

0, 0,
I.D — Dans cette question, on suppose que les fonctions —f et —f sont bornées sur R2.

Jdx dy

I.D.1) Sin € Z, montrer que la fonction (¢, 5)" est bornée sur RY.

0 0
1.D.2) Montrer que les fonctions a—f et or sont constantes.
x

dy

IT Quelques solutions de (1)

Si I est un intervalle de R, on dit que u € C*(I,R) vérifie (I1.1) sur I si et seulement si

Vtel, u(t) (u(t) + 2tu'(t)) = -1 (IL1)
II.A — Déterminer les fonctions de P vérifiant (1) sur R2.
II.B - En énongant précisément le théoréme utilisé, montrer, si (g, uo) est dans (R*)?, l'existence d’un

intervalle ouvert I de R contenant to et d’une fonction u € C'(I,R) telle que u soit solution de (IT.1) sur I et
vérifie u(ty) = ug.
II.C - Soit J un intervalle ouvert non vide de R. Existe-t-il une fonction polynomiale solution de (I1.1) sur
J?
II.D — Soient J un intervalle ouvert non vide de R, Q(J) = {(z,y) ER? zy € J}, w dans C2(J,R) et W la
fonction définie par

Y(z,y) € QJ),  Wl(z,y) = w(zy)

I1.D.1) Montrer que (J) est un ouvert non vide.
I1.D.2) Montrer que W est dans C2(Q(J),R) et que I'on a équivalence entre
i. W vérifie (1) sur Q(J),
ii. w’ vérifie (IL.1) sur J.
II.D.3) Montrer que W est la restriction a (J) d’une fonction de P si et seulement si w est affine.
II.LE - Soient Q un ouvert non vide de R?, f dans C?(Q,R) vérifiant (1) sur £, (a,b) € R2, Q,; I'image de Q
par la translation de vecteur (a,b) et f,; la fonction définie sur Q,; par
V(z,y) € Qup,  fap(z,y) = flz—a,y—b)

Montrer que fq 5 vérifie (1) sur Qg .

ILILF - Si (x0,y0) est dans R?, montrer qu'il existe un ouvert U de R? contenant (zq,yo) tel que 'ensemble
des fonctions de C?(U,R) vérifiant (1) sur U et ne coincidant sur U avec aucun élément de Py soit infini.

IIT Un critére de difféomorphisme

IIT.A — Rappeler la définition d’un C'-difféomorphisme de R? sur R? et le théoréme caractérisant un tel
difféomorphisme parmi les applications de classe C' de R? dans R2.

Dans la suite de cette partie, on considere a € R et F' € C*(R?,R?). On suppose que pour tout (p, h) € R? x R?
(dFy(h), h) > a|h|?

Le but de cette partie est de montrer que F est un C'-difféomorphisme.
III.B — Soient p et g dans R?.
II1.B.1) Vérifier

1
F(g) - F(p) = /U AFysi(gp(a —p)
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II1.B.2) Montrer
(F(a) = F(p).a —p) > ala —p|?
IIT.C - Soient a € R? et G° I'application de R? dans R définie par
VpeR?,  Gp)=|F(p) —al?
III.C.1) Sip et h sont dans R2, calculer dG%,(h).
II1.C.2) Montrer que G%(p) — +oo quand [p| — +o0.
II1.C.3) En déduire que G atteint un minimum global sur R? en un point py.

III.C.4) Montrer que F(py) = a.
IIT.D — Montrer que F réalise un C' -difféomorphisme de R? sur R2.

IV Le théoréme de Jorgens
Soit f dans C2(R%,R) vérifiant (1) sur R2.

0 0
Pour (z,y) € B2, soient u(z,y) = & + 2L (2,9), v(e,) =y + 9 () et Fa,9) = (u(z,), v.1):
Yy
. o2 f 2
On suppose dans les questions IV.A et IV.B que ﬁ(T y) > 0 pour tout (z,y) € R2.
z

IV.A - Si(z,y) € R? montrer que Jac F(z,y)— I (ot I désigne la matrice identité d’ordre 2) est symétrique
positive. En déduire que F est un C'-difféomorphisme de R? sur R2.

0? 0? 0?
Dans la suite, soient, pour (z,y) € R2, r(z,y) = &TJQ(IJ”)’ s(z,y) = dT—;cy(Ly) et t(z,y) = 07]:
que, pour tout (z,y) € R%, r(z,y) > 0 et r(z,y) t(z,y) — s(z,y)? = 1.

(z,y) de sorte

IV.B —
IV.B.1) Montrer qu'il existe deux fonctions ¢ et ¢ dans C!(R2,R) telles que

o (u(ey), vz) =2~ L a,y)

Y(z,y) € R2,
¥ (ulz,y), v(@y)) = —y + %u,y)

IV.B.2) Calculer g—i(u(x,y)w(:r,y)), g—f (u(z,y),v(z,v)), o (u(z,y),v(z,y)) et o (u(z,y),v(z,y)) (que

ou v
dp Op O 7]
I’'on abrégera en a—i, 87%57 a—f et %) en fonction de 7(z,y), s(z,y) et t(z,y) (que I'on abrégera en r, s et t).
0 0
IV.B.3) Montrer que % et 2 sont bornées sur R2.
ou  Ov
o . . 0o Oy
IV.B.4) Montrer, en utilisant la premiére partie, que Ju et EN sont constantes.
u v

IV.B.5) En déduire que r, s et ¢ sont constantes.
IV.C — Montrer que les seules fonctions de C2(R?,R) vérifiant (1) sur R? appartiennent & Ps.

oo oINe oo
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