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CONCOURS CENTRALE-SUPELEC 4 heures Calculatrices autorisées

2012

Si n et k sont deux entiers naturels, on note < k) le nombre de parties a k éléments d’un ensemble a n éléments.

I Approximation

I.A - Quelques calculs préliminaires

Dans cette sous-partie, = est un nombre réel et n est un entier naturel.

I.A.1) Montrer que Z (Z) 21—z k=1
k=0
I1.A.2) Montrer que ;k(:) zF(1 — 2)"* = na.

n
I1.A.3) Montrer que Z k(k—1) (Z) 2F(1 —2)"F = n(n - 1)22.
k=0
I.A.4) Déduire des questions précédentes que

Z (- E) (3)aa -y =202

I.B - Etude de S(z)
Soit n € N* et = € [0,1]. Le but de cette sous-partie est de majorer la somme

El(n\ & —k
-z *(1 — )"k,
x n‘(k)r( x)

I.B.1) Majoration de S(z) : premiére méthode

n

S(x) ="

k=0

On note . )
— V Pensemble des entiers k € {0,...,n} tels que |z — —| < —=,
ensemble des entiers k € {0,...,n} tels que |z n‘ N
k 1
— W l'ensemble des entiers k € {0,...,n} tels que x—f‘ > —,
n vn
et on pose
k| (n\ . . k| (n\ & k
A P 1— )" z) = - = (1 —az)" ",
Sy (x) E z n‘(k)x( x) et Sw(x) E x n‘(k)l (I—2x)

keVv kew

1
a) Montrer que Sy (z) < ﬁ
(1-2)

b) Montrer que Sy (z) < z
n

¢) En déduire que S(z) < %
1.B.2) Majoration de S(z) : seconde méthode

a) Ecrire I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans I'espace R"*! muni de son produit scalaire canonique.

1
2\/n’

b) A laide de la question I.A.4, en déduire que S(z) <
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I1.C —  Application a l’approximation uniforme

Dans cette sous-partie, on note C I'espace vectoriel des fonctions continues de [0, 1] dans R. On munit C de la
norme de la borne supérieure, notée || || :

VfEC, [fllc= sup |f(z)l-
z€[0,1]

Pour f € C et n € N*, on définit le n-itme polynéme de Bernstein de f, noté B,(f), en posant, pour tout
z € [0,1]

‘x:n Ll ) k(1 — )k,
B.(H)@) ;)f(n)(k) (1-2)

Le but de cette sous-partie est d’étudier ||B,,(f) — f|lo lorsque f est un élément de C vérifiant une hypothése
additionnelle.

I1.C.1) Un exemple

Si f(x) = 2? pour tout z € [0, 1], déterminer, pour tout n € N*, le polynéme B, (f) et en déduire la valeur de

1Br(f) = flloo-
1.C.2) Soit f € C. Montrer, pour tout = € [0, 1], la relation

z) — f(z) = 3 By ) (") 2Fa -z
B 1) = 31 () ~ ¢ DISEEE

0
1.C.3)  a) Montrer que si f est d-lipschitzienne, alors || By, (f) — flleo < 57 pour tout entier n > 1.
1

vn
c
b) En déduire que si f est de classe C?, alors il existe un réel ¢ tel que, pour tout n € N*, || B, (f) — flleo < 7
n
¢) Etendre le résultat précédent au cas ol f est une fonction continue, de classe C'! par morceaux.

1.C.4) Soit f : [0,1] — R une fonction continue, C* par morceaux. Déduire de ce qui précéde que, pour tout
réel r > 0, il existe un polynoéme P & coefficients réels tel que Vz € [0,1], f(z) —r < P(z) < f(z) +r.

IT Un théoréme de Hardy-Littlewood

Soit (an)n>0 une suite réelle. On suppose que la série entiére associée E anx™ admet pour rayon de convergence
R, =1 et que la somme f de cette série, définie par

+o0
Ve el|-1,1] f(z)= Zanx"
n=0

vérifie
1
flx) ~ 1= quand z — 1, = < 1. (IL1)
—x
On note
n
~ A
A, = Zak et ap= ni—:l
k=0
Ainsi, a, est la moyenne arithmétique des nombres ag, ..., ay,.

Le but de cette partie est d’étudier le comportement des a, lorsque n tend vers linfini. On s’intéresse en
particulier aux deux propriétés suivantes :

lim a, =1 (I1.2)
n—o0

et
lim a, =1 (I1.3)
n—oo

II.A — L’hypothése I1.1 n’entraine pas la propriété I1.2

II.A.1) Déterminer une suite réelle (b,)n>0 telle que
1 =
vV € ]-1,1], 2= anz”.
n=0

II.A.2) En déduire un exemple de suite (a,),>o vérifiant I1.1 mais ne convergeant pas vers 1.
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II.B — L’hypothése II.1 n’entraine pas la propriété I1.3

1
II.B.1) Donner le développement en série entiére de la fonction ¢ W ainsi que son rayon de conver-
gence. Préciser si la série converge aux bornes de l'intervalle de convergence.
1 1
II.B.2) On considére les fonctions ¢ : z — ———= et ¢ : © = ————-———. Déterminer des suites
) ¢ (1—a2)? v (1+2)%2(1—-2x)

(un)nen et (vy)nen telles que, pour tout = € |—1,1],
+o00 +o00
p(z) = Z upz™ et P(x) = Z v
n=0 n=0

On explicitera en fonction de n, suivant la parité de n, les réels u,, et v,,.
I1.B.3) Calculer v,, (moyenne arithmétique des nombres v, ..., v,).

II.B.4) Construire a 'aide de ¢ un exemple de suite (a,, )n>0 vérifiant IT.1 mais ne vérifiant pas la propriété I1.3.

Jusqu’a la fin de cette partie, on continue de supposer I1.1 et on fait 'hypothese supplémentaire :
VneN, ap, > 0. (IL.4)

L’objectif principal, aprés quelques observations concernant la suite (@, ), >0, est de démontrer la propriété I1.3
(théoréme de Hardy et Littlewood).

II.C - Majoration de la suite (a,)n>0

II.C.1) Pour tout z € [0, 1] et tout n € N, montrer que f(z) > Apz".

II.C.2) Montrer l'existence d'un entier N > 0 tel que

Yn >N, fle™V™) < 17&%1/"'
I1.C.3) En déduire que la suite (@,)n>0 est majorée.
II.D - Minoration, d partir d’un certain rang, de (a,)n,>0 par un réel > 0
On désigne par p > 0 un majorant de la suite (an)n>0 : Vn €N, @, < p.
II.D.1) a) Pour tout z € ]—1,1[, montrer que (1 — z) §Akzk = f(z).
k=0

b) En déduire que pour tout z € [0,1] et tout N € N*

f(z) 1—aV = k
7<A _ 1",
N1 +M§V(/€+ )

11—z 1

¢) En déduire que pour tout z € [0,1] et tout N € N*

f@) S Anoa+p ((N + 12" + fﬁ) :

II.D.2) Soit A un réel strictement positif.
a) Montrer qu’il existe un entier Ny > 0 tel que pour tout N > No,

1 N

Ny, b SV
S > s 2 oy

b) Montrer que pour tout N > Ny

~ 1 _ 1 _ 1
a1v71>ﬁ*/1e A<1+N+e ’\/Nm>.

¢) Déterminer en fonction de A la limite, quand N tend vers l'infini, du membre de droite dans I'inégalité
précédente.
d) Montrer qu’il existe un réel A > 0 tel que cette limite soit strictement positive.

II.D.3) Conclure qu’il existe un réel v > 0 tel qu'a partir d’un certain rang on ait @, > v.
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II.E — Démonstration de la propriété I1.3, due ¢ Karamata

Soit g : [0,1] — R la fonction telle que g(z) = 1/z si z > e~ ! et g(z) = 0 sinon.

On fixe un réel € € ]0,e™*[. On définit deux applications continues g*, g~ : [0,1] — R ainsi :
— g" est affine sur [e™! —¢,e7!] et coincide avec g sur [0,e™' —¢]U[e™!, 1];
— g~ est affine sur [e™!, e +¢] et coincide avec g sur [0,e7'[U[e™ +¢, 1].

Pour tout entier NV > 0 on pose xny = e /N,

On rappelle que dans cette sous-partie, on fait les hypotheses I1.1 et I1.4

1 1
IL.E.1) Calculer / gt (t)dt et / g~ (t)dt.
0 0
II.LE.2) Soit P un polynéme & coefficients réels. Montrer que
+o0 1
(1-2)) ana"P(z )z"_u/o P(t)dt.
n=0 <1

On considérera d’abord le cas particulier P(z) = =¥, ot k € N.
I1.E.3) Etablir I'existence de deux polynémes P, Q & coefficients réels tels que :

Vee[0,1, g (2) < < Ple) < g(2) < Qla) < g7 () +e.
I1.E.4) Etablir I'existence d’un entier N; > 0 tel que pour tout entier N > Ny,

+o0 1
(1—2x) S Pah) > / Plt)dt — =
0

n=0

et

+o00 1
(1—2n) > anriQal) < /O Q(t)dt +e.

n=0
II.E.5) Déduire des trois questions précédentes que pour tout entier N > N
175€< (17£L‘N)AN < 1+ be.

IL.E.6) Conclure.

oo o[[Ne oo
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