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Développement asymptotique du reste
des sérites de Riemann convergentes

L’objet de ce probléme est de donner une approximation de la somme des séries de Riemann convergentes
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S(a) = Z s ol « est un réel strictement supérieur a 1. Pour cela, on étudie le reste R, (o) = Z =
n=1 k=n

Dans la premiére partie, on donne une premiére approximation du reste. Cette méthode se généralisant mal, on
utilise dans la deuxiéme partie une formule de Taylor pour obtenir simplement un développement asymptotique
du reste. I’inconvénient de cette méthode est qu’elle ne donne aucun contréle de 1’erreur.

Dans la troisiéme partie, on retrouve a partir de la formule sommatoire d’Euler-Maclaurin le méme dévelop-
pement asymptotique avec une expression de lerreur assez satisfaisante. On a besoin dans cette partie d’une
étude succincte des polynémes de Bernoulli.

Dans la derniere partie, on étudie de maniére assez précise le contréle de cette erreur, pour conclure que les
formules sommatoires étudiées ne sont pas nécessairement convergentes.

Rappels et notations

On note [z] la partie entiére d’un réel z.

Soit (un)new et (vn)nen deux suites réelles. On note v, = O(uy) si

M eR, 3ng €N, Vn € N, n 2 ng = |vp| < Mu,|
I Etude préliminaire

I.A — Conwvergence des séries de Riemann

I.A.1)  Soit f une fonction réelle, définie continue et décroissante sur [a, +oo[, ot @ € R. Montrer, que pour

k1 k
tout entier k£ € [a+ 1, +o0[, on a / fla)de < f(k) < / f(z)dz.
Jk Jr-1

1
I.A.2)  En déduire la nature de la série de Riemann Z — selon la valeur de a € R.
n

nzl
+o0 1

En cas onver, se S(a) = —.

n cas de convergence, on pose S(a) Z =

n=1
1
1.A.3)  Pour tout réel a > 1, montrer que 1 < S(a) <1+ T
@
I.B — Premiére étude asymptotique du reste
Dans la suite du probléme, pour tout réel « strictement supérieur a 1 et pour tout entier naturel non nul n, on
+ 00
1
pose Ry, (a) = 7
k=n
1 1
I.B.1)  En utilisant I’encadrement de la question I.A.1, montrer que R, (o) = W + O(—a)
a—1)n n
1
1.B.2) Soit, f la fonction définie sur RY par f(z) = W En appliquant & f la formule de Taylor
—a)z
1 v 1
avec reste intégral a 'ordre 2, montrer que, pour tout k € N*| f(k+1) — f(k) = i %W + Ag
1
ou Ay, est un réel vérifiant 0 < Ay < %.
I.B.3)  En déduire que
1 1 1
Fin(a) = (a —1)not * one O(n,"“)

On pourrait répéter le procédé pour obtenir un développement asymptotique plus précis de R, (a), mais la
partie suivante va donner une méthode plus rapide.
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