E3A Maths A PC 2008 — Enoncé 1/3

e33
Concours ENSAM - ESTP - ARCHIMEDE

Epreuve de Mathématiques A PC
Durée 4 h

Si, au cours de ’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble €tre une erreur d’énoncé,
d’une part il le signale au chef de salle, d’autre part il le signale sur sa copie et poursuit sa
composition en indiquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

L'usage de calculatrices est interdit.

Le probléme comporte quatre parties qui peuvent étre traitées de fagon largement indépendante.
Notations : n est un entier supérieur ou égal a 2.
R, [X] est I'espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal & n & coefficients réels.
% est 'ensemble des réels strictement positifs.
a est un paramétre réel.
Objectifs : Etude d’une famille d’applications linéaires et d’équations différentielles associées & ces applica-
tions linéaires .

1 Premiére partie : Etude de ’application :
Ao R3[X] — R3[X]
P +— X(X+1P'(X) + (aX-1)P(X).

1.1 Propriétés élémentaires de A,.

1.1.1) Montrer que A, est un endomorphisme de R3[X].
1.1.2) Ecrire la matrice M, de A, dans la base canonique de R3[X], (X*,0<k < 3).

1.1.3) Etude du cas particulier a = —4.
0 -1 0 0
. _ 0 -4 0 0 TP,
a) La matrice M_4 = 0 0 -6 3 est-elle diagonalisable 7
00 0 -6

b) Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de A_4.
1.1.4) a) Déterminer en fonction du réel a les valeurs propres de Aq.
b) Pour quelles valeurs de a 'endomorphisme A, admet-il des valeurs propres doubles ?
c) Existe-t-il une valeur du réel a pour laquelle A, admet une valeur propre triple?
1.1.5) Pour quelles valeurs de a, A, est-il diagonalisable ?

1.1.6) Pour quelles valeurs du réel a le degré du polynome A, (P) est-il égal au degré de P, pour tout polynéme
P non constant de R3[X]?

1.2 Etude de cas particuliers.

On suppose dans tout ce paragraphe que a n’appartient pas a {—2,—1,0}.

1.2.1) Déterminer Ker(A,) par la donnée d’une de ses bases.

1.2.2) Montrer que (=1 4+ aX, X2, X3) est une base de Im(A,).

1.2.3) Discuter selon p € N, 0 < p < 3, 'ensemble des polynomes de R3[X] solutions de I'équation :

X(X +1)P"(X)+ (aX - )P'(X) = XP.
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2 Deuxiéme partie : Quelques propriétés de ’application :

-A(a,n): Rn[X] d Rn[X]
P +— XX4+1DP(X) + (aX -1)P(X).

2.1) Justifier rapidement que A(, ) est un endomorphisme de R, [X].

2.2) Ecrire la matrice M, de A(,,) dans la base canonique de Ry[X], (X*,0 < k < n).

2.3) Soit A € R. Montrer que A est une valeur propre de A(a,n) sl et seulement si il existe k€N, 0< k<n
telque A = k(a + k—1).

2.4) Montrer que si a € R* , 'endomorphisme A(an) est diagonalisable.
Dans le cas particulier ot a = 0, A(g ) est -il diagonalisable ?

3 Troisiéme partie : Recherche de solutions développables en série entiére
d’une équation différentielle.

Soit € I'espace vectoriel des fonctions & valeurs réelles définies dans I'intervalle ouvert | — 1,+1[ et qui sont
des sommes de séries enticres dans cet intervalle : ainsi f appartient & £ s’il existe une série entiére 3 apz™

telle que pour tout z €] — 1, +1], f(z) = +2’° anz".
3.1) Montrer que si f € £ alors f est den:l(;sse C® sur ] —1,+1[.
On considére alors dans toute cette partie ’endomorphisme D, de £
Dy: € — &
f — Da(f)
ou  Do(f)(z) = z(z+1)f"(z) + (az —1)f'(z) pour tout z €] — 1, +1[.

+o00
3.2) Soit f € € telle que Dy(f) = af. On pose pour tout z €] — 1, +1[, f(z) = Zanzn.
n=0

a) Montrer que :

VneN, (n—-1)((n+a)ap+ (n+1)ant1) =0.

b) Montrer que pour tout n € Nyn >3 :

|
—-

n

2(-1)" | | (k+a)

Uy = ()

et dans le cas particulier out ap = a; = 0 et ag = 1, donner les valeurs de a pour lesquelles la série
entiére est un polyndme; on déterminera alors son degré et son coefficient dominant en fonction de
a.
c¢) Déterminer, selon a € R, le rayon de convergence de la série entiére Y a,z™.
3.3) En déduire I'ensemble des solutions dans € de Dy(f) = af.

3.4) Comparer, selon a € R, les dimensions des sous-espaces propres Ker(A(q n) — al dr,x]) et
Ker(D, — aldg).
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4 Quatriéme partie : Résolution d’une équation différentielle
On note C* I’espace vectoriel des fonctions de classe C*° sur R%} et A, 'endomorphisme de C*° :
Ag: C® — C*
o= Adf)
ou pour tout = € R}, Ay(f)(z) = z(z+1)f"(z) + (az - 1)f'(z).

4.1) On considére I’équation différentielle :
(B) z(z+1)y" + (az—1)y —2(a+1l)y = 0.

Montrer que toute solution sur R} est de classe C* sur R .

4.2) Soit ¢ une solution sur RY. de 'équation (E), on pose ¢(z) = z2.¢(z) pour tout z € R%. Montrer
que ¥ est une fonction de C*, et que dzl est solution sur R} d’une équation différentielle linéaire du
premier ordre. Peut-on prévoir ce résultat ?

Déterminer cette équation différentielle.

4.3) Résoudre sur R% D’équation différentielle linéaire du premier ordre :
(B1) z(z+1uv + (d+a)z + 3)u=0.

En déduire 3.
4.4) On se place dans le cas particulier a = —4.
a) Reésoudre (E).
b) Comparez les dimensions des sous-espaces propres Ker(A_4 + 61dg,(x)]) et Ker(A_4 + 6Idc=).
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