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Concours Centrale - Supélec 2007

Epreuve : MATHEMAT'QU ES ” Filiere MP

Dans tout ce probleme E est un espace euclidien de dimension n > 1. Les vecteurs
de E sont représentés par des lettres surmontées de fleches et le produit scalaire de
deux vecteurs @ et y de E est noté (7'|y). L'orthogonal d’un sous-espace F de E
est noté F'°. On note a* l'adjoint de a € L (F) pour la structure euclidienne définie
par le produit scalaire (| ) et ab le composé de deux endomorphismes a et b de E.

Le sous-espace de L (E) constitué des endomorphismes symétriques est noté S (E).
On appelle endomorphisme antisymétrique un endomorphisme a € L (E) tel que

*

a* = —a et on note A (E) le sous-espace de L (F) constitué par les endomorphismes
antisymétriques. L’ensemble des endomorphismes symétriques positifs de E est noté
St (R).

On désigne par O (F) I'ensemble des automorphismes orthogonaux de E et O (E)
I’ensemble de ceux dont le déterminant est positif.

L’objectif de ce probléme est de prouver que certains sous-espaces vectoriels de £ (F)
contiennent des automorphismes orthogonaux. Les deux parties du probleme sont
indépendantes nonobstant la question 1.B.2.

Partie I - Cas d’un hyperplan de L (E)

LA -
LA.1) Soita€ L(E) et (e) = (e1,e3,...,e,) une base orthonormée de E.

Prouver que
n

Tra = Z (G_Z\Cl(a)))

i=1
I.LA.2) Soient a et b deux endomorphismes de E.
On pose ({(a, b)) = Tr(a*b),

montrer qu’on définit ainsi un produit scalaire sur £ (FE). L’orthogonal, pour ce
produit scalaire, d’un sous-espace €& C L (E) sera noté £+.

I.LA.3) Montrer que les sous-espaces S (E) et A (FE) sont des supplémentaires or-
thogonaux de £ (E) pour ((, )).

I.B -

I.B.1) Soit a € £L(F) de rang r > 1.
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a) Montrer que Kera*a = Kera et que rga*a = rga.
b) Montrer que a*a posséde au moins une valeur propre non nulle.

¢) Soit {A1, A2, ..., As} Pensemble des valeurs propres non nulles de a*a. En notant
E(X) le sous-espace propre de a*a associé a la valeur propre A, montrer que :

s
Ima* =Ima*a = @E()\i)
i=1

d) Prouver l'existence d’une base orthonormée (e) = (e7,ées,...,¢,) de E et de
. . % = 2—

scalaires i1, fo,...,ftn avec pu; # 0 pour i < r tels que a a(ei) = p;e; pour tout

i €{1,2,...,n}. Pour toute base orthonormée (e) vérifiant ces propriétés, que valent

les p; sii >r?
e) La base (e) étant choisie comme dans la question précédente, prouver I'existence

3 — — — _ — .
d’une base orthonormée (f) = (fl, fo, ..., fn> telle que a(e;) = p; f; pour tout i.

I.B.2) Soit a € L(E), a # 0, déduire de la question précédente l'existence de
u € O (F) tel que ua € ST (E), et Tr(ua) > 0.

I.C - Soit H un hyperplan de £ (E) et a un élément non nul de H-=.

1.C.1) Labase (e1,é€3,...,6,) de E étant toujours choisie comme dans la question
I.B.1.d, prouver 'existence de h € O (E) tel que, pour tout i € {1,2,...,n}, ha(e;) €
Vect(€;)°.

I.C.2) Montrer que H contient au moins un automorphisme orthogonal.

Partie II - Cas ou dim E = 3

Dans toute cette partie 'espace euclidien E est de dimension 3 et orienté. On se
propose de prouver que tout sous-espace de £ (F) de dimension 7 contient au moins
une rotation.

N
II.LA - Si k € E est un vecteur unitaire et si # € R, on note pp le projecteur
— —
orthogonal d’image Vect( k ), w7 l'endomorphisme T kAT et r, 7 la rotation

N
d’angle 6 autour de k.

Téléchargé gratuitement sur www.Doc-Solus.fr.


http://www.doc-solus.fr/

Centrale Maths 2 MP 2007 — Enoncé 3/4

-
Soit a € L (FE), k un vecteur unitaire et 6 un réel.

II.A.1) Exprimer simplement le produit scalaire <<a, p?>> a ’aide du produit sca-
laire de deux vecteurs de E.

I1.A.2) Exprimer simplement r, 7 al'aide de p3 et de wo. En déduire la relation :

— =
<<a,r9 ?>> = cos 0 Tr(a) + (1 — cos6) (k la( k )) +sin 6 ((a,wp)) (1)
IT.A.3) Que devient cette relation (1) lorsque a € S (F), lorsque a € A(FE)?
I1.B - Dans cette section s € S* (F) est un endomorphisme symétrique positif de

rang < 2 et de trace égale a 1 et v est un endomorphisme de E non nul mais de
trace nulle. On pose V = Vect(s,v)™ et on veut montrer que VN Ot (E) # 0.

II.B.1) Quelle est la dimension de V?

I1.B.2) Soit (e) = (€1, €3, e3) une base orthonormée de E. Pour € = (e1, €2, €3) €
— — —
€1€1 1 €263 + €3€3

V3

Prouver lidentité : 37 ( ; 1)s (T2 |s(z2)) = &.

{—1,1}3, on note z, le vecteur

II.B.3) Dans cette question seulement, on rajoute I'hypotheése v symétrique.
a) Prouver I'existence d’une base (e) telle que (z |v(Z;)) = 0 pour tout € € {—1,1}3.
—
b) Démontrer I'existence d’un vecteur k unitaire vérifiant :
— = 1 — =

0< <k|s(k)) <let <k:|u(k)) —0
¢) Etablir existence de 6 € [r/2, 7] tel que T,z €V
II.B.4) On décompose maintenant v sous la forme v1 + a olt vy est symétrique et

—
a antisymétrique. On choisit & 1 unitaire tel que :
— — 1 — —

0< <k1|s(k1)> <let (k:1|z/1(k1)) ~0
a) Dans la suite on posera, pour tout réel x :

sgn(xz) =1si x>0, —1 sinon.
On note (e) = (€1, e, e3) une base orthonormée de vecteurs propres de s et 1'on
pose :

— N N N .

k;=a;e]f +bes + cjeg pour i =1, 2.

N
Démontrer l'existence d’un vecteur unitaire ko tel que r_ T, soit orthogonale & s
- ,

pour ((, )) et que les composantes de ko dans une base de diagonalisation de s

.
soient de mémes signes que celles de k ;.

b) Justifier l'existence d’une fonction ¢ — ?(t) de [0,1] dans E et d’une fonction
t+— 0(t) de [0,1] dans R vérifiant les propriétés suivantes :
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K (t) = a(t)er + b(t)es + c(t)e; avec :
a(t) =sgn(ar)\/2ta3 + (1 —20)a? si0<t < 1/2,a(1—t)si 1/2<t <1

b(t) = sgn(b)\/2th3 + (1 —20)b3 si 0 <t < 1/2,b(1 —t)si1/2<t <1
c(t) =sgn(c1)y/2tc2 + (1= 2t)c3si0<t<1/2,¢c(l—t)sil/2<t<1
— —
(Fols(k@)) |
0(t) = Arccos —— — si0<t<1/2,2r—0(1—1)sil/2<t<1
(Fls(E @) -1
¢) Vérifier que ?(t) est unitaire et que p(t) = To), % () Ot orthogonale & s pour

({50

d) Montrer que la fonction t — ((p(t),v)) de [0,1] dans R est continue. Etudier les
signes de ((p(0),v)) et de ((p(1),v)) et prouver qu’existe ¢ tel que p(t) € V.

I1.C - Cas général

II.C.1) En utilisant le résultat de la question I.B.2, prouver que tout sous espace
vectoriel de dimension 7 de £ (E) contient au moins un automorphisme orthogonal.
I1.C.2) Un sous-espace vectoriel de dimension 6 de £ (FE) contient-il toujours un
automorphisme de E ?

eee [IN eee
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