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ECOLE POLYTECHNIQUE rFILIERE MP
CONCOURS D’ADMISSION 2004

DEUXIEME COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

(Durée : 4 heures)

L’utilisation des calculatrices n’est pas autorisée pour cette épreuve.

* ok k

Courbures des surfaces dans ’espace R?

Ce probléme propose une étude des surfaces de I’espace R3 et de leurs courbures totale et
moyenne. Pour tout entier n > 0, 'espace R™ sera muni de son produit scalaire et de sa norme
usuels notés respectivement (.|.) et ||.||. La premiére partie est consacrée a des préliminaires
algébriques.

Premiére partie

1. Soient 2@, ... 2™ des éléments de R"!, (fcgi))jzl,,_,,nﬂ les composantes de 2z dans
la base canonique de R™*!. Pour tout £ = 1,... ,n + 1 on note Vj le produit par (—1)**! du
déterminant de la matrice (wg.z)) ouni=1,...,netj=1,... ,k—1,k+1,... ,n+1. On note V

le vecteur de R*! de composantes V.
1.a) Montrer que V est orthogonal a tous les 2.
1.b) Comparer les conditions suivantes :
)v=0
ii) la famille (2()),=; _ , est liée.

1.c) Exprimer en fonction de ||V|| le déterminant des n + 1 vecteurs V,z(), ... | z(™ dans la
base canonique de R**1.

2.a) Montrer que, pour tout n-uple de vecteurs (:c(l), S ,x(")) linéairement indépendants,
il existe un unique vecteur W(z(]), .. ,,z(")) ayant les propriétés suivantes

i) W(z®M, ..., 2() est de norme 1 et orthogonal & tous les z(?)

ii) le déterminant des n+1 vecteurs W (z®, ... 2(),z® .. (" dans la base canonique
de R™*! est strictement positif.
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2.b) Vérifier que, pour toute rotation R de R"*!, on a
W (R@EW),... ,R™)) = R(W (W, .. =),
3) Soit (ey,... ,e,) une base de R", Q la matrice de coefficients ¢; ; = (e;|e;).

3.a) Montrer que @ est inversible et diagonalisable. Que peut-on dire de ses valeurs propres ?

3.b) Soit v un vecteur de R", de coordonnées v; dans la base (ey,... ,e,). Exprimer le
vecteur ligne (v1,... ,vy) en fonction de @ et du vecteur ligne ((v|el), e ,(v|en)).
Dans la suite du probléme, on désigne par U une partie ouverte de R™, par u = (u1,... ,uy)

un élément quelconque de U, par F' une application de classe C? de U dans R™*!, par 6;F (resp.
0;0;F) ses dérivées partielles d’ordre 1 (resp. 2). On suppose que les n-vecteurs (9;F)(u) sont
linéairement indépendants pour tout u, et on pose W(u) = W((BIF)(U), e ,(3nF)(u))

4.a) Vérifier que 'application u — W (u) est de classe C'.
4.b) Comparer ((8kW)(u)|(8,F)(u)) et (W(u)f((‘?lakF)(u))
4.c) Démontrer Pexistence et I'unicité de nombres réels a; j(u) tels que on ait

(OiW)(u) = Zaw J(O; F)(u) .

4.d) On note respectivement A(u),S(u),Q(u) les matrices de coefficients respectifs

aij(u), (W(u)|(8:0;F)(w)), ((8:F)(w)|(;F)(u)). Vérifier que A(u) = —S(u)Q(u)~*.

Deuxiéme partie

Dans toute la suite du probléme, on suppose n = 2; on a donc un ouvert U de R? et une
application F' de classe C? de U dans R? telle que les vecteurs (0,F)(u) et (9oF)(u) soient
linéairement indépendants pour tout « de U. On a en outre

(01 F)(u) A (02 F)(u)
1OLF) () A (B2 F) ()|

ol . A . désigne le produit vectoriel dans R®. On pose

W(u) =

K(u) = det A(u) , H(u) = % or A(u)

ot A(u) est la matrice définie a la question 4.d). On note Fj(u),i = 1,2,3, les composantes de
F(u); on suppose que U contient le point 0 et on fait I’étude de la surface F(U) au voisinage
du point F(0).

5. Soit R une rotation de R3. Montrer que les objets K (0) et H(0) associés a Iapplication
F = R o F sont égaux respectivement & K (0) et H(0).
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6. On suppose que, pour u suffisamment voisin de 0, F(u) est de la forme
F(u) = (ur, ug, f(u1,u2))
avec f(0) = (91)(0) = (82)(0) = 0.
6.a) Calculer K(0) et H(0) en fonction des nombres
7= (0101)(0), s =(010:£)(0) , t = (020:)(0) .

6.b) (Cas d'un cylindre) On suppose que f(uj,ug) est fonction de wu; seul, soit
f(ur,u2) = g(uy). Exprimer H(0) en fonction de la courbure de la courbe T', intersection du
cylindre avec le plan zo = 0.

7.) Dans cette question, on considére le cas d’une surface de révolution :

F(u) = (f(ul)cosm , f(uy)sinug ul)

ou f est une fonction strictement positive de classe C? définie sur un intervalle I.

7.a) Dire pour quelles valeurs de u les vecteurs (01F)(u) et (92F)(u) sont linéairement
indépendants.

7.b) Vérifier que

Aw) = flu) " (1+ f(u)?) ™ (f(m)f”(m) 0 )

0 —(14 f'(w1)?)
7.c) Donner une fonction f élémentaire pour laquelle H(u) est nul pour tout .

7.d) Montrer que, pour tous nombres réels o et 3, > 0, il existe f satisfaisant
H(u) = 0 pour tout u, f(0)=a, f'(0)=4.
Interpréter géométriquement le résultat obtenu.

7.e) Calculer K (u) pour une telle fonction f.

8.) Indiquer, sans aucun calcul, des surfaces pour lesquelles K (u) et H(u) sont des constantes.

Troisiéme partie

Dans cette partie, on se propose d’étudier leffet d’'un changement de paramétrage sur les
fonctions H et K.

Dans la situation du début de la deuxiéme partie on note — la matrice (jacobienne) de

oF w
coefficients (%)” = 0, F;. Notation analogue pour P
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9. Vérifier que 88—12/ = ((99—5 tA(u).

On se donne maintenant un difféomorphisme ® de U sur un autre ouvert U de R2 et on
pose ¥ = &1, Pour tout u € U on écrira aussi & = ®(u); on pose F(@) = F(u), c'est-a-dire
F = FoU, et on note W (@), A(d), K (@), H(@) les objets définis a partir de F' et @ comme
W (u), A(u), K(u), H(u) I'ont été & partir de F' et u. On suppose U connexe par arcs.

F F _ 3
10.a) Exprimer oF en fonction de oF puis (01F)(a) A (02F) (@) en fonction de

oi " u o0
(01 F)(u) A (02F)(u) et dét 5
10.b) Montrer qu'il existe € € {1,—1} tel que 'on ait W (@) = eW (u) pour tout u € U.

10.c) Exprimer A(i) en fonction de e, A(u) et Z_\?
U

10.d) Comparer H (i) et H(u), K (i) et K (u).
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