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Concours Centrale - Supélec 2002

Epreuve : MATHEMATIQUES | Filiere PS

Les deux premiéres parties de ce probleme se proposent d’étudier deux types
d’approximation d’une fonction sur un segment, et de les comparer. La troisiéme
partie munit Uespace IR, [X] des polynémes a coefficients réels de degré inférieur
ou égal a n d’une structure euclidienne et étudie certaines propriétés des polyné-
mes interpolateurs de Lagrange relativement a cette structure. La troisiéme par-
tie est indépendante des deux premieéres.

Partie I - Matrices tridiagonales

Notations :pour n€IN, n=3 et (a,...,a,) € IR", on note :
o1 0 ...0 0
I o, 1 0 .. 0
01 o1 . 0
Mo, ..o, ] = 3
Lo 0
.01 a, 1
00 ..0 1 a,
A, =M,[2 4,..,42],; (a;=2,05=...=0a,_; =4, a,=2)
B, = M,[2,4,...,4] ; (a;=2,0,=...=20,=4)
C,=M,4,..,4]; (ay=a,=...=a,=4)

LA - Méthode du pivot
Dans cette section on pose

ﬁn+|

et on se propose de résoudre le systeme (.7) A, ., X = B, d’inconnue
xed,, 1.1(IR), par la méthode du pivot de Gauss sans échange de lignes.

Téléchargé gratuitement sur www.Doc-Solus.fr.


http://www.doc-solus.fr/

Centrale Maths 2 PSI 2002 — Enoncé 2/6

I.A1) Casn=2.
Résoudre par cette méthode le systeme (.53) .
On remarquera en particulier que les pivots successifs valent :
) 7. 12
Po=27P1=§,P2=7-
I.,A.2)  On revient au cas général.
a) Ecrire une procédure de résolution du systéme
A X =B,

n+l .
suivant 'algorithme du pivot de Gauss sans échange de lignes.
b) On note ( Py Py» ---» P,,) la suite des pivots. Vérifier que :

Py = 2
VEE{0,...n-2}, pp,, = 4-—
Py
1
Pn_y

pn=2_

c) Etudier la suite (u,) définie par :

n€IN

d) En déduire que (VE€{0,....,n-1}) (2sp,s2+.3) et que A, est inversi-
ble.

L.B - Calculs explicites

Notation : pour toute matrice M, on note det M son déterminant.

IB1) On pose c¢y=1, ¢, =4, ¢, =15 et pour tout n=3, ¢, = det C,,
b, = det B, , a, = det A, . Montrer que la suite (c,), ., vérifie une relation de

récurrence simple ; en déduire () 2s puis (b,,) et (a,),

nz3 23"

[.B.2) En déduire que A, est inversible.
[.B.3)  Calculer explicitement les valeurs propres de A, et C,.
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I.B.4) Localisation des valeurs propres.
a) Soit A un réel tel que : ’
|7\ - all >1
‘X - (xn| > 1
et, Ve {2,3,..n-1} [A-oyl>2.
Montrer qu’alors M, [a,, ..., a,]- Al est inversible.

b) En déduire que les valeurs propres de M,[a, ..., a,] appartiennent a la réu-
nion des intervalles

[o, - 1,0+ 1]U<nL_J1 [ak—Q,ak+2])U[an—1,an+ 1]
k=2

et que A, , B, et C, sont inversibles.

Partie II - Fonctions splines cubiques

Pour n € IN* on pose h = % et pour k€{0,...,n}, x;, = 5

On note S I'ensemble des fonctions (dites splines cubiques) de classe C* sur
[0, 1] telles que : Vi€ {0, ...,n -1} larestrictionde s a [x;, x;, ] est polynomiale
de degré <3.

II.A - Montrer que 'application :

S—)an+3

s> ((0),5'(0),"(0), 55 (0), 55 (3). 5§ (3), s ()

est un isomorphisme d’espace vectoriel.

On rappelle que, si x€1R, sf;)(x) = lim w désigne la dérivée a

t—0"
droite d’ordre 3 en «x.

Quelle est la dimension de I'espace vectoriel S ?

IL.B - f est une fonction de classe C' sur [0, 1].
ILB.1) Soit (mgm,,....,m,)ER"*".
a) Montrer qu’il existe une unique fonction g définie sur [0, 1] & valeurs dans
IR vérifiant :
(1) Vi€ {1, ...n} larestrictionde g a [x;_|, ;] est polynomiale de degré <3,
(i) Vi€ {0, ...n} g(x;) = f(x;),
(i) g"(0) = m;; ; lim g"(x) = lim g"(x) = m; ; g"(1) =m

x—x; X=X
x=x; x=x;

n-
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b) Etablir que pour i € {1, ...,n} et x€[x;_,,x;Jona:
(x;—x)3 (x—x;_,)3
g(x)=m;_, l6h +m 6hl ! +u(x—x;_)+v;
ou u; et v; sont des réels que I'on exprimera en fonctionde m;_,, m;, h, f(x;_,)
et f(x;).
II.B.2) Montrer que :

geES
g'(0) = f'(0) < A, M=B,
g'(1) =f'(1)
mg
ouM =" yA, ., =M, [24,..,42] selon les notations de la
m

n

partie I, et B est une matrice colonne dépendant des f(x;),(i €{0,....,.n-1}),
'), f'(1) eth.

I1.B.3) En déduire qu'’il existe une et une seule fonction spline cubique g€ S
vérifiant les conditions :

Vie{0,....,n}, g(x;) = f(x;)
{g'(m =f0);g'(1) = (1)

II1.B.4) Retrouver la valeur de la dimension de S .

On peut montrer et on admettra ici que si f est de classe C* sur [0, 1],

IF - gl = sup 1£(x)- g = 5l
xe[o,l] 8n

II.C - Interpolation de Lagrange-Sylvester
I1.C.1)  Soit f une fonction de classe C' sur [0, 1]. Montrer qu’il existe une uni-
que fonction polynomiale 4, de degré =<n +2 telle que :

Vi€ {0,...,n}, h(x;) = f(x,)

{h'(()) = f'(0) s A'(1) = f'(1)
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I1.C.2) On peut montrer, et on admettra ici que, si f est de classe c"*? sur

[0,1] :

I

M, ot M,(x) = (e~ D) ] (x-5).
k=

Comparer les deux méthodes d’approximation précédentes (splines cubiques et
Lagrange-Sylvester) du double point de vue de la simplicité et de la précision,
d’abord pour n = 1, puis pour n=2.

Partie III - Un exemple de structure euclidienne
III.A - On considere 'espace vectoriel E = IR, [X]. Pour P, Q€ E, on pose :
(P|1Q) = 2 P@)Q()
1=0

III.A.1) Montrer qu’on définit ainsi un produit scalaire euclidien sur E. On
notera [|P|, la norme du polynéme P associée au produit scalaire précédent.

ITI.A.2) Montrer qu’il existe une unique famille (L), L, ...,L,) de E telle que :
VG, )ELO, n} L)) =8,

ou la fonction & désigne le symbole de Kronecker :

lsii =J
6ij={ .. J
’ Osit=j

Vérifier que la famille (L, L, ...,L,) est une base orthonormée de E . Elle sera

notée .% . Que peut-on dire du degré du polynéme X" +(-1)"*'n! L, ?

III.A.3) Déterminer les coordonnées dans la base . % d’un vecteur N de E
orthogonal (au sens du produit scalaire précédemment défini) & '’hyperplan H
de E formé des polyndomes de degré sn-1.

Si P E, on note

d(P,H) ) inf, IP-@l,
la distance du polynéme P a l’hyperplan H.
Montrer que d(X",H) = n! d(Ly, H).
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2n

III.A.4) En remarquant que: (1 +X)™" = (1+X)"(1+X)", exprimer

n

>

p=0
a l'aide d’'un seul coefficient binémial.
II1.A.5) En déduire la valeur de d(X", H).
IILB - Etude d’un endomorphisme de E
On note

2

nx) = [J(X-i)
i=0

et on fixe un polynéme M, dans E .

On considere I'application ¢ de E dans E, qui a tout P de E associe le reste de

la division euclidienne de P x M, par II.
I11.B.1) 'Montrer que ¢ est un endomorphisme de E .

II1.B.2) Exprimer ¢(L;) en fonction de L,. En déduire que ¢ est un endomor-

phisme autoadjoint de E .

ITI.B.3) Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur M, pour que
¢ soit un automorphisme orthogonal de E. Quelle est alors sa nature

géométrique ?
I1.B.4) Onnote Hg(0,1) = {PEE ; |Pl,=1}.
Exprimer

min (p(P)[P) et max (g(P)|P)
PED g PEey)

a laide des M(i).

eee FIN eee
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