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ECOLE POLYTECHNIQUE
ECOLE SUPERIEURE DE PHYSIQUE ET DE CHIMIE INDUSTRIELLES

CONCOURS D’ADMISSION 2002 FILIERE PC

PREMIERE COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

(Durée : 4 heures)
L’utilisation des calculatrices n’est pas autorisée pour cette épreuve.

* Kk

L’objet de ce probléme est 1’étude de systémes régis par une équation différentielle dépendant
d’une donnée appelée « commande » et la recherche de « commandes optimales ».

Pour tout p € N*, on note | - || la norme euclidienne sur R? et (-|-) le produit scalaire
euclidien. La transposée d’une matrice réelle M est notée M*. On identifie un élément de RP
avec une matrice & p lignes et une colonne.

Dans ce probléme, on appelle fonction bien continue par morceauz sur un intervalle [0,7] de
R toute fonction ¢ continue par morceaux, continue & gauche sur [0,7] et continue & droite en
0, c’est-a-dire telle qu'’il existe un nombre fini de points, tg =0 < t; < ... < tr_1 <ty =T tels

que @ est continue sur [0,¢1],]¢1,t2], ... ,)tk—2, tk—1], Jtk—1, T] et que tlintl ©(t) existe pour
. 'y
{=1,2,... ,k—1. t>ty
Préliminaires

Soit M, espace vectoriel des matrices carrées réelles a p lignes. Pour M € M,, on pose

||MX||

M||| = sup ——

|H H| X€eRP ||X||
X0

1l.a) Vérifier que M € M, +— ||[M]|| € R est une norme sur M,,.
b) Montrer que, pour toutes matrices M, N € M,,

IIMN|< NMIAFINL-

n
1
2.a) Pour n € N, on pose S,(M) = Z EMk' Montrer que la suite (Sp(M))nen est
k=0 "
convergente dans I’espace vectoriel M, muni de la norme ||| - |||.
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On pose
o0 1
€ B nll.I-PooSn(M) - prr k!M ’

b) Montrer que la fonction ¢t € R — etM ¢ M, est continue, dérivable et que

d
—e

tM tM
=Me™" .
dt

c) Calculer %(etM e~*M) et, pour s € R, %(e(”t)M e~*M). En déduire que

osHOM _ oM tM

Premiére partie

Soit 7" un réel > 0 et soit A € M. Soit B une fonction bien continue par morceaux sur
[0,T] & valeurs dans RP, et soit Xo € RP. On pose, pour tout ¢ € [0,T],

t
XU):eMXb+/mé“”AB®Ms.
0

3.a) On suppose que B est continue. Montrer que ¢t — X () est I'unique fonction de classe
C1 sur [0, 7] & valeurs dans R? telle que X (0) = X, et, pour tout ¢ € [0, T,

d
SXO =AX®)+B(). )

On suppose maintenant et dans toute la suite du probléme que B est seulement bien continue
par morceaut.

b) Montrer que ¢t — X (t) est 'unique fonction continue, dérivable en tout point ou B est
continue, et de classe C'! par morceaux sur [0, T telle que X (0) = X et que la condition (1) soit
satisfaite en tout point ot X est dérivable. Par convention, on dira encore que X est solution
de I’équation différentielle (1) sur [0, 7).

Soit ¢ € N* tel que g < p et soit K une matrice réelle & p lignes et g colonnes. On désigne
par U espace vectoriel des-fonctions bien continues par morceaux sur [0,77] & valeurs dans RY.
A toute fonction U € U, on associe ’équation différentielle sur [0, 7]

%X@:AX@+KU®, 2)

et Pon dit que U est la commande du systéme décrit par I’équation (2). On fixe Xy € RP. On
désigne par Xy I'unique solution de (2) telle que Xy/(0) = Xo.

4. Montrer que, pour tout V € U, il existe Yy tel que, pour tout U € U et tout A € R, on
ait Xyyav — Xu = \Yy. Préciser équation différentielle et la condition initiale satisfaites par
Yv.
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Soient «, 3,7 des réels > 0. On considére la fonction C : Y — R définie par

T
cw) = [ (alXo I + BIU@I)dt + XTI
modélisant un cotit que I'on cherche a rendre minimal. Soient U,V € U et A € R.

% Montrer que C(U + AV) — C(U) est un polyndéme du second degré en X et donner des
expressions des coefficients de ce polynome. Que peut-on dire du signe du coefficient de A\? ?

6.a) Montrer qu’il existe une unique fonction Zy : [0,7] — RP, de classe C!, telle que
ZU(T) =2y Xy(T) et

% Zu(t) = —A* Zu(t) — 20 Xu(t) .
T

b) Exprimer (Zy(T)|Yv/(T)) + 20 / (Xu(®)[Yv(t))dt par une intégrale de 0 a T fai-
0

sant intervenir K,V et Zy. [On rappelle que pour des fonctions Z et Y a valeurs vectorielles,

%(Z(t) Y(t) = (%(t)‘m)) + (Z(t)‘%(t)).]

7.a) Déduire des questions précédentes que

%‘/\:OC(U +AV) = /OT (K*Zu(t) + QﬁU(t)‘V(t))dt )

b) Montrer que Uy € U vérifie la condition C(Up) = infyey C(U), si et seulement si,
Vt € [0,T], K* Zy,(t) + 28 Up(t) = 0.

Deuxiéme partie

On conserve les notations de la premiére partie.

Soit J un intervalle fermé et borné de R, non réduit & un point, et soit J? le cube qu’il définit
dans RY. On considére ’ensemble U des commandes U € U telles que Vt € [0,7], U(t) € J9.

8.a) L’ensemble U est-il un sous-espace vectoriel de U 7
b) Montrer que si U,V € U, A € [0,1], alors U + A(V —U) € U.

9. Montrer que Uy € U vérifie la condition

C(Up) = inf_C(U)
Ueu

si et seulement si, Vt € [0,T], VV € u,

(K* Zuy (1) + 28U (8)|V (1) — Un(t)) >0 .
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Dans I’application qui suit, on prend p = 2 et ¢ = 1. On choisit J = [—a, a], ou a > 0. Soit
k une constante réelle, k > 0.

Si t +— z(t) est une fonction deux fois dérivable, on pose

T IN
At Tode

Pour toute fonction u € i, on étudie les fonctions ¢ — z(t) de [0,T] dans R, de classe C1,
et de classe C? par morceaux telles que #(t) = —ku(t) en tout point ¢ € [0,T] ou Z est définie.

10.a) Ecrire ce probléme sous la forme (2) avec des matrices A et K que 'on déterminera.
Soient zo et vy des nombres réels. Montrer qu’il existe une unique fonction z, solution de ce
probléme telle que z,,(0) = o et ©,(0) = vp.

2 2
b) Trouver a, 3,7 pour que C(u) = (zu(T)) + (zu(T)) . Ces valeurs de «, 3, sont
choisies dans toute la suite du probléme.

c) Montrer que Z, est une fonction affine de t & valeurs dans R?.

11.a) Soit ug € U tel que Ty (T) = 0 et &y, (T) = 0. Montrer que C(up) = inf C(u).
uelU

b) Soit ug € U tel que

(1) Zuo(T') et 4y (T) ne sont pas tous deux nuls;

(i) C(uo) = inf C(u).
uelU

Montrer que la fonction ug est constante par morceaux.

T? ka T
12. On suppose que g = 1+ -5—(1 + ?), v =3
a) On considere ug(t) telle que :
T T
uo(t):asiogtsa , uO(t):——asiE<t<T.

Calculer z,,(T') et @y, (T).

b) Montrer que C(up) = inf C(u).
uelU

1
c) On consideére le cas ou ka = 1 et T' = 4. La fonction ug est-elle alors 'unique fonction

de U telle que C(uo) = inf C(u)?
ueU
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