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L'�enonc�e de cette �epreuve comporte 7 pages.

| Si, au cours de l'�epreuve, un candidat rep�ere ce qui lui se mble être une erreur d'�enonc�e, il est
invit�e �a le signaler sur sa copie et �a poursuivre sa composition en expliquant les raisons des
initiatives qu'il aura �et�e amen�e �a prendre.

| Il ne faudra pas h�esiter �a formuler les commentaires (inc luant des consid�erations num�eriques)
qui vous sembleront pertinents, même lorsque l'�enonc�e ne le demande pas explicitement. Le
bar�eme tiendra compte de ces initiatives ainsi que des qualit�es de r�edaction de la copie.

ONDES INTERNES EN VALL �EE ENCAISS �EE
Ce probl�eme comporte trois parties largement ind�ependantes. La premi�ere partie fait �etablir
l'expression de la pulsation de Brunt-V•ais•al•a caract�erisant la troposph�ere lorsqu'elle est sta-
blement strati��ee. Les ondes internes sont des ondes de gravit�e (comme les vagues) mais se
propageant �a l'int�erieur d'un milieu continûment strat i��e (comme les oc�eans ou l'atmosph�ere).
La deuxi�eme partie a pour but d'obtenir la relation de dispersion de ces ondes. La troisi�eme
et derni�ere partie est une �etude num�erique de la propagation de celles-ci au sein d'une vall�ee
encaiss�ee id�ealis�ee. Dans tout le probl�eme, l'acc�el�eration de la pesanteur vaudrag = 9; 8 m� s� 2

et la constante des gaz parfaits :R = 8; 31 J � mol� 1 � K � 1. Les vecteurs sont surmont�es d'un
chapeau lorsqu'ils sont unitaires (kbuxk = 1) ou d'une �eche dans le cas g�en�eral.

I. | Atmosph�ere stablement strati��ee
La troposph�ere est la couche de l'atmosph�ere situ�ee entre 0 et 12 km au-dessus du sol. Il s'agit
d'une couche de gaz strati��e verticalement, de l'air, que l'on mod�elisera par un gaz parfait
diatomique. Cela signi�e que sa masse volumique varie avec l'altitude suivant la verticale. Mais
la troposph�ere est compressible et rarement isotherme parce que la chaleur qui provient du
sol chau��e par le soleil est transmise aux couches atmosph�eriques voisines du sol, et peu aux
couches sup�erieures. On suppose que les grandeurs physiques qui d�ecrivent la troposph�ere ne
d�ependent que de l'altitude z du lieu consid�er�e.
En journ�ee, la temp�erature d�ecrô�t quand l'altitude au gmente. On supposera le gradient de

temp�erature uniforme (dans l'air sec) :
dT
dz

= � C avec une constanteC = 6; 00� 10� 3 K � m� 1.
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1 | En supposant qu'au niveau de la mer, la temp�erature soitt0 = 15� C calculer la
temp�erature �a Chamonix (1050 m) puis au sommet du Mont-Blanc (4810 m).

2 | En �ecrivant l'�equilibre hydrostatique de chaque couche de la troposph�ere, d�eterminer
l'expression de la pression en fonction de l'altitudez. On fera apparâ�tre la constante� = gM

RC
o�u M = 29; 0 g � mol� 1 est la masse molaire de l'air. On rel�eve une pression atmosph�erique
p0 = 1013 hPa au niveau de la mer, calculer la valeur de la pression atmosph�erique qui r�egne �a
Chamonix et au sommet du Mont-Blanc.

3 | On note � (z) la densit�e volumique de masse de la troposph�ere. Montrerque son
�equation d'�etat est polytropique : p� � � = cste. On pr�ecisera la valeur num�erique de la constante
� et l'on v�eri�era que 1 6 � 6  o�u  est l'indice adiabatique de la troposph�ere.

4 | On suppose que l'�epaisseur de la troposph�ere est constante, ztr = 12 km et que la terre
est une boule de rayonRt = 6400 km. �Ecrire l'expression de la massemtr de la troposph�ere
comme l'int�egrale d'une fonction dez. En simpli�ant l'expression de la fonction �a int�egrer en
consid�erant les valeurs num�eriques impliqu�ees, donnerune estimation num�erique de la masse
de la troposph�ere.

La strati�cation verticale de la troposph�ere est responsable du principal m�ecanisme des mou-
vements verticaux qui s'y d�eveloppent. Il repose sur le fait qu'une bulle d'air dont la densit�e
est di��erente de celle de l'atmosph�ere ambiante se meut verticalement avec des acc�el�erations
di��erentes selon son altitude. Au cours de son ascension ou bien de sa descente, la bulle d'air
change d'�etat thermodynamique (temp�erature, masse volumique). Consid�erons une bulle d'air
not�ee B et v�eri�ant par hypoth�ese les conditions suivantes :

| L'ensemble B est homog�ene, constitu�e de particules d'air pour lequel on peut d�e�nir
une masse volumique uniforme� B et une temp�erature uniformeT.

| L'ensemble B se d�eplace suivant la verticaleOz de mani�ere adiabatique, autrement
dit on suppose qu'elle se d�eplace su�samment vite pour ne pas recevoir de tranfert
thermique de la part des volumes voisins de la troposph�ere.

| La ou les transformations subies par B ne sonta priori pas isothermes.
| On peut imaginer que cet air d�eplac�e est s�epar�e de l'air ext�erieur par une �ne enveloppe

de type � bulle de savon� dont l'e�et est n�eglig�e ;
| En revanche �a chaque instant il y a �egalit�e des pressions �a l'interface entre la bulle d'air

et la troposph�ere ambiante ;
| La troposph�ere ambiante est au repos : il y a donc �equilibre hydrostatique ;
| On n�egligera la viscosit�e de l'air, et on le supposera totalement sec (absence d'humidit�e).

z

p z( )0

p z »( + )0

( , )V ½0 0

( + , + )V ±V ½ ±½0 0

T z( )0

T z »( + )0

z »+0

z0

buz

~g

Figure 1 { La bulle
d'air en d�eplacement

Avant d'être d�eplac�ee, la bulle d'air de volume V0 de masse volumique
� B = � 0 est en �equilibre hydrostatique �a l'altitude z0. Sa temp�erature et
sa pression sont �egales �a celles de l'air environnant, soit T(z0) et p(z0).
Elle est ensuite d�eplac�ee �a la hauteurz0 + � (voir Fig. 1).

5 | En supposant son �evolution adiabatique et r�eversible, etles
variations assez petites pour être trait�ees lin�eairement, d�eterminer la
variation �V de volume en fonction de� , V0, � 0, g et du coe�cient de
compressibilit�e � S = � 1

V

�
@V
@p

�

S
de la bulle.

6 | En n�egligeant les termes d'ordre 2, d�eterminer la pouss�ee d'Ar-
chim�ede ~� subie par la bulle d'air.

7 | Montrer que l'�equation du mouvement de la bulle d'air s'�ecrit

sous la forme
d2�
dt2

+ N 2� = 0 dans laquelle on expliciteraN 2 en fonction

de g, � 0, � S et de la d�eriv�ee
d�
dz

�
�
�
�
z= z0

.
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La quantit�e N est la pulsation d'oscillation d'une particule uide d�eplac�ee adiabatiquement �a
partir de sa position d'�equilibre z0 le long de la direction verticale. Elle permet de quanti�er la
stabilit�e statique de la couche atmosph�erique consid�er�ee. Elle est appel�ee pulsation de Brunt-
V•ais•al•a. On se placera dans le cas o�uN est r�eelle.

8 | Montrer que l'on peut �ecrire la pulsation de Brunt-V•ais•al•a sous la forme

N 2 = �
��

d� B

dz

�

S

�
d�
dz

�

o�u l'on exprimera � en fonction deg et � 0.

FIN DE LA PARTIE I

II. | Relation de dispersion des ondes internes
Habituellement lorsque l'on consid�ere un uide incompressible, sa masse volumique est uniforme
et constante, ce qui n'est pas le cas ici puisqu'a priori � = � 0(z) + "� 1(x; y; z; t) o�u " est un
petit param�etre. On se place cependant dans l'approximation dite de Boussinesq (ou quasi-
incompressible) qui consiste �a n�egliger certains e�ets de cette variation de la masse volumique
devant d'autres. Dans ce contexte, on suppose par exemple que la pulsation de Brunt-V•ais•al•a est
uniforme dans la couche troposph�erique �etudi�ee : cela correspond �a une variation lin�eaire de la
masse volumique avec l'altitude.
Pour les applications num�eriques, on prendraN = 1; 48 � 10� 2 rad � s� 1. On utilisera les coor-
donn�ees cart�esiennes pour lesquelles un pointM est rep�er�e par le vecteur~r = xbux + ybuy + zbuz

et on cherchera un champ de vitesses sous la forme~v = vx bux + vybuy + vzbuz, on posera �nalement
p = p0(z) + "p1(x; y; z; t).

9 | On rappelle que div(�~a ) = � div(~a) + ~a� ~grad(� ), �ecrire l'�equation de conservation de
la masse en supposant le uide incompressible, puis la d�eriver par rapport au temps.

10 | Simpli�er l'expression de la pulsation de Brunt-V•ais•al•a N en consid�erant que� S = 0.
�A partir des r�esultats de la question 9, pr�eciser les conditions dans lesquelles on peut obtenir
la relation

@�
@t

=
� 0

g
N 2vz: (1)

On supposera ces conditions v�eri��ees.
11 | Montrer que l'on peut �ecrire la relation

� 0
@~v
@t

= � ~gradp � �g buz: (2)

On pr�ecisera soigneusement les diverses hypoth�eses successives n�ecessaires �a son �ecriture.
12 | En consid�erant � 0 uniforme, d�eterminer l'expression du laplacien de la pression, not�e

� p, en fonction deg et d'une d�eriv�ee partielle de � .
13 | En combinant les r�esultats des questions 9 �a 12, �etablir la relation

@2

@t2

�
@2vz

@x2
+

@2vz

@y2
+

@2vz

@z2

�
+ N 2

�
@2vz

@x2
+

@2vz

@y2

�
= 0

On pr�ecisera encore une fois les diverses hypoth�eses n�ecessaires �a son obtention.

�Etant donn�e que cette �equation aux d�eriv�ees partielles est lin�eaire �a coe�cients constants, il
est envisageable de chercher des solutions sous la forme d'une onde plane, c'est-�a-dire sous la
forme ~v = ~v0ei (~k�~r � !t ) o�u ~k = kx bux + kybuy + kzbuz 2 R3 et ~v0 est un vecteur constant.

14 | �Etablir la relation de dispersion entre! 2, N 2, k2
x , k2

y et k2
z

15 | Comparer ! �a N et commenter le r�esultat obtenu.
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Figure 2 { Direction et
sens du vecteur d'onde

16 | En utilisant les notations de la �gure 2 , exprimerkx ,
ky, kz en fonction dek =



 ~k



 , � et ' .

17 | Simpli�er alors la relation de dispersion a�n d'exprimer
! en fonction deN et de � . Commenter ce r�esultat en le compa-
rant avec celui de la propagation des ondes planes progressives
monochromatiques �electromagn�etiques dans le vide.

FIN DE LA PARTIE II

III. | Caract�erisation num�erique des ondes internes
A�n de caract�eriser num�eriquement ces ondes internes, nous avons choisi une vall�ee id�ealis�ee
ressemblant �a celle de Chamonix. C'est une vall�ee sym�etrique dont les plateaux culminent �a
1700 m au-dessus du fond de vall�ee. La �gure 3 repr�esente cette derni�ere dans l'espace, la
partie basse de la �gure repr�esente la variation d'altitude z (par rapport au fond de la vall�ee)
en fonction dex pour y = 10 km . Sur cette coupe, on peut rep�erer le pointC, situ�e �a 1800 m
d'altitude.
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Figure 3 { Topographie de la vall�ee id�ealis�ee dans le plan (x; y). La barre de gris indique
l'altitude z par rapport au fond de vall�ee. Le sch�ema du dessous indiquela variation d'altitude
z en fonction dex pour y = 10 km.

Les diagrammes de H•ovmoller pr�esent�es dans l'annexe en �nd'�epreuve (�gures 4 { a; b; c)
tracent les isosurfaces devz au point C de la vall�ee id�ealis�ee dans des diagrammes (x; t ) sur la
�gure 4{ a, puis respectivement (y; t) et (z; t) sur les �gures 4 { b et 4{ c. Ces diagrammes font
clairement apparâ�tre deslignes parall�eles(superpos�ees en pointill�es sur les diagrammes) reliant
des extrema d'amplitude d'oscillation. Le dernier diagramme (Fig. 4{d) pr�esente la variation
de vz(t) au voisinage du pointC.
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18 | En exploitant la �gure 4 { d, donner un ordre de grandeur de la p�eriodeT des
oscillations devz. Est-il possible, �a partir de cet ordre de grandeur, de d�eduire la direction de
propagation des ondes internes par rapport �a la verticale ?

19 | En exploitant les di��erents diagrammes des �gures 4{a; b; c, d�eterminer les valeurs
exp�erimentales des pentesr x , r y et r z des droites repr�esent�ees en pointill�e sur ces diagrammes.

20 | D�e�nir la vitesse de phase d'une onde. Justi�er que l'on puisse �evaluer les composantes
cx , cy et cz de la vitesse de phase de l'onde interne au pointC par les trois pentesr x , r y et r z.

21 | Montrer que dans le cas �etudi�e, on peut �ecrire! ' N jr z jp
r 2

x + r 2
z

22 | Calculer num�eriquement! et en d�eduire une nouvelle estimation de la p�eriodeT des
oscillations que l'on comparera avec la valeur trouv�ee �a la question 18. Conclure quant �a la
valeur de� que l'on comparera avec la pente moyenne� de part et d'autre de la vall�ee id�ealis�ee
au dessous du pointC.

23 | D�eterminer les valeurs des composantes� x , � y et � z de la longueur d'onde associ�ee
�a la propagation de l'onde interne. Ces valeurs sont-ellescoh�erentes avec la topographie de la
vall�ee id�ealis�ee ?

24 | En utilisant le mod�ele th�eorique d�evelopp�e dans la partie I et notamment le r�esultat
de la question 8, proposer une explication qualitative, mais �etay�ee, permettant de comprendre
pourquoi la mer de nuages, visible sur la photo 1, stagne et peine �a s'�evacuer de la vall�ee.

Photo 1 { Mer de nuages dans la vall�ee de l'Arve - Haute-Savoie
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Une onde orographique est une forme d'onde de gravit�e atmosph�erique qui se produit lorsqu'une
masse d'air est forc�ee en altitude par son d�eplacement au-dessus d'un relief montagneux. Si
l'environnement est stable, la masse d'air redescendra du côt�e aval de l'obstacle et entrera en
oscillation autour d'une hauteur �egale ou inf�erieure au sommet de celui-ci.

25 | Dans cette question, on ne supposera plus l'air totalement sec. Expliquer qualitati-
vement la formation de nuages lenticulaires dans les Alpes, observables sur la photo 2.

Photo 2 { Nuages lenticulaires sur le Mont-Blanc - Haute-Savoie

FIN DE LA PARTIE III
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Annexe
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FIN DE L' �EPREUVE
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