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ONDES INTERNES EN VALL EE ENCAISS EE

Ce probeme comporte trois parties largement incependaes. La premere partie fait etablir

I'expression de la pulsation de Brunt-Vaisala caraceisant la troposphere lorsqu'elle est sta:
blement stratiee. Les ondes internes sont des ondes de gia (comme les vagues) mais s
propageanta l'inerieur d'un milieu continGment strat ie (comme les o@ans ou |'atmosplere).
La deuxeme partie a pour but d'obtenir la relation de dispesion de ces ondes. La troisem:
et dernere partie est une etude nunrerique de la propagadbn de celles-ci au sein d'une vale
encaisee ickalise. Dans tout le probeme, l'acatration de la pesanteur vaudrag=9;8m s 2

et la constante des gaz parfaits R = 8;31J mol * K 1. Les vecteurs sont surmones d'ur
chapeau lorsqu'ils sont unitairesKbsk = 1) ou d'une eche dans le cas gereral.

l. | Atmosplere stablement stratiee

La troposptere est la couche de I'atmosplere sittee entr O et 12 km au-dessus du sol. Il s'ag
d'une couche de gaz stratie verticalement, de I'air, que 'bn mocklisera par un gaz parfait
diatomique. Cela signi e que sa masse volumique varie avé&titude suivant la verticale. Mais
la troposptere est compressible et rarement isotherme mar que la chaleur qui provient du
sol chaue par le soleil est transmise aux couches atmospfiques voisines du sol, et peu aL
couches sugerieures. On suppose que les grandeurs physgqqui cecrivent la troposptere ne
cependent que de l'altitude z du lieu consicke.

En jourree, la temperature decrot quand l'altitude au gmente. On supposera le gradient d

. . T
temperature uniforme (dans l'air sec) :?Tz = C avec une constanteC = 6;00 10 K m 1.
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(4 1| En supposant qu'au niveau de la mer, la temperature soito = 15 C calculer le
temperaturea Chamonix (1050 m) puis au sommet du Mont-Blac (4810 m).

(d 2| Enecrivant lequilibre hydrostatique de chaque couche d la troposplere, determinet
I'expression de la pression en fonction de l'altitude. On fera appar&tre la constante = %
a M =29;0g mol ! est la masse molaire de l'air. On rebve une pression atmdspque
pPo = 1013 hPa au niveau de la mer, calculer la valeur de la pressiatmosplerique qui egnea

Chamonix et au sommet du Mont-Blanc.

4 3| On note (z) la densie volumique de masse de la troposptere. Montreque sor
2quation detat est polytropique : p = cste. On pecisera la valeur nurrerique de la constant
etlonwrieraquel 6 6 @ estlindice adiabatique de la troposptere.

4 4| On suppose que lepaisseur de la troposplere est constang, = 12km et que la terre
est une boule de rayorR; = 6400 km. Ecrire I'expression de la masse, de la troposptere
comme l'inegrale d'une fonction dez. En simpli ant I'expression de la fonctiona inegrer en
consicerant les valeurs nuneriques impligqlees, donneune estimation nunerique de la mass
de la troposplere.

La strati cation verticale de la troposprere est responshle du principal necanisme des mot
vements verticaux qui s'y ceveloppent. Il repose sur le fagu'une bulle d'air dont la densie
est dierente de celle de I'atmosphere ambiante se meut véicalement avec des acekration
dierentes selon son altitude. Au cours de son ascension oueln de sa descente, la bulle d'
change detat thermodynamique (temperature, masse volmique). Consicerons une bulle d'ai
note B et \eri ant par hypottese les conditions suivantes :
| L'ensemble B est homogene, constitte de particules d'air pour lequel o peut ¢ nir
une masse volumique uniforme, et une temgerature uniformeT.
| L'ensemble B se deplace suivant la verticaleOz de manere adiabatique, autremer
dit on suppose qu'elle se deplace su samment vite pour ne @arecevoir de tranfer
thermique de la part des volumes voisins de la troposptere.
| La ou les transformations subies par B ne sonta priori pas isothermes.
| On peut imaginer que cet air cepla@ est £pae de l'air exerieur par une ne enveloppe
de type bulle de savon dont I'e et est reglige;
| En revanchea chaque instant il y aegalie des pressionsa l'interface entre la bulle d'air
et la troposptere ambiante;
| La troposplere ambiante est au repos : il y a doncequilibre hydrostatique ;
| On regligera la viscosie de I'air, et on le supposera totalement sec (absence d'humidie
Avant d'etre ceplacee, la bulle d'air de volume V, de masse volumique 2| (Vg+ 2\ Y3 v
s = o estenequilibre hydrostatiquea l'altitude z,. Sa temperature et
sa pression sontegalesa celles de l'air environnant, $0f (zo) et p(zo). z.+»
Elle est ensuite ceplacea la hauteurzo +  (voir Fig. 1).

d 5| En supposant sonevolution adiabatique et eversible, etes | % ' gl
p(zd

p(Z ot ’3
:’:_T (2ot

variations assez petites pour &tre traiees lireairemetn ceterminer la
variation V de volume en fonction de, Vy, o, g et du coe cient de Z,

compressibilie ;= § Y . de la bulle. " T(Zo)
d 6| Enregligeantlestermes d'ordre 2, ceterminer la pousgd'Ar- (Vo¥a)
chimede ~subie par la bulle d'air. Figure 1 { La bulle

Q 7| Montrer que lequation du mouvement de la bulle dair segit d'air €n deplacement
2

d . .
sous la formeﬁ + N2 =0 dans lagquelle on expliciteraN 2 en fonction

. d
deg, o . etdeladriee o

Z=120
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La quantie N est la pulsation d'oscillation d'une particule uide ceplace adiabatiquemente
partir de sa position dequilibre z, le long de la direction verticale. Elle permet de quanti erd
stabilie statique de la couche atmosplerique considee. Elle est appeke pulsation de Brunt
Vaisala. On se placera dans le cas aN est eelle.

(d 8| Montrer que I'on peutecrire la pulsation de Brunt-Vaisala sous la forme
d, d

N2: -
dz o dz

al I'on exprimera en fonction deg et .
FIN DE LA PARTIE |

ll. | Relation de dispersion des ondes internes

Habituellement lorsque I'on consicere un uide incompresble, sa masse volumique est uniforr
et constante, ce qui n'est pas le cas ici puisgupriori = o(z) + " 1(X;y;z;t) @ " est un
petit paranetre. On se place cependant dans l'approximatin dite de Boussinesq (ou qua:
incompressible) qui consistea regliger certains e ets @l cette variation de la masse volumiqt
devant d'autres. Dans ce contexte, on suppose par exempleda pulsation de Brunt-Vaisala est
uniforme dans la couche tropospteriqueetudee : cela ecesponda une variation lireaire de le
masse volumique avec l'altitude.

Pour les applications nuneriques, on prendr& = 1;48 10 2rad s . On utilisera les coor
donrees caresiennes pour lesquelles un poiM est regee par le vecteur+ = xby + yb, + zb,
et on cherchera un champ de vitesses sous la forfne v, b, + vy by + v,b,, on posera nalemen
P = po(2) + "p1(X;y; Z; 1).

d 9] Onrappelle que div(a)= div(®) + a grad( ),ecrire lequation de conservation de
la masse en supposant le uide incompressible, puis la dzer par rapport au temps.

1 10| Simplier I'expression de la pulsation de Brunt-Vaisala N en consicerant que = 0.
A partir des esultats de la question 9, peciser les contibns dans lesquelles on peut obter

la relation @
N INT
— = —N*v,: 1
o Vv (1)
On supposera ces conditions \eriees.
(4 11| Montrer que l'on peutecrire la relation

@v

— = grad b,: 2
“@t gradp g, 2
On pecisera soigneusement les diverses hypotheses ®gsives recessairesa sonectriture.

(d 12| Enconsicerant ¢ uniforme, ceterminer l'expression du laplacien de la prefon, noe
p, en fonction deg et d'une cerivee partielle de

4 13| En combinant les esultats des questions 9a 12, etablird relation

@ @v, + @v, + @v, + N2 @v, + @v,
@ @x @y ©@% @x @y
On pecisera encore une fois les diverses hypotteses essairesa son obtention.

=0

Etant donre que cette equation aux cerivees partielles est lireairea coe cients constants, il
est envisageable de chercher des solutions sous la formael'ande plane, c'esta-dire sous
formev= wed®* ') a1 R = kb, + k,by + k,b, 2 R® et % est un vecteur constant.

(d 14| Etablir la relation de dispersion entre! 2, N2, k2, k§ et k2

4 15| Comparer! a N et commenter le esultat obtenu.
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(1 16| En utilisant les notations de la gure 2 , exprimerky,
ky, k; en fonction dek= K, et'.

4 17| Simplieralors larelation de dispersion a n d'exprimer
I en fonction deN et de . Commenter ce esultat en le compa-
rant avec celui de la propagation des ondes planes progressi
monochromatiqueselectromagretiques dans le vide.

FIN DE LA PARTIE II Figure 2 { Direction et
sens du vecteur d'onde

lIl. | Caracerisation nunerique des ondes internes

A n de carackeriser nurreriguement ces ondes internes, nauavons choisi une valee icealie
ressemblanta celle de Chamonix. C'est une valee syneiue dont les plateaux culminente
1700 m au-dessus du fond de valee. La gure 3 repesentette dernere dans l'espace, |
partie basse de la gure repesente la variation d'altitueé z (par rapport au fond de la valke)
en fonction dex poury = 10km . Sur cette coupe, on peut regerer le pointC, sittea 1800 m
d'altitude.

5 10x [km] 15 20

z [km]

®
Coupe C z [km]

DEl:

—— S x [km ] —
5 10 15 20

Figure 3 { Topographie de la valke ickalize dans le plan X;y). La barre de gris indique
l'altitude z par rapport au fond de valke. Le screma du dessous indiqua variation d'altitude
z en fonction dex poury = 10 km.

Les diagrammes de Hevmoller pesenes dans l'annexe en wepreuve (gures 4 { a;b;9
tracent les isosurfaces de, au point C de la valke iccalise dans des diagrammesx(t) sur la
gure 4{ a, puis respectivementy;t) et (z;t) sur les gures 4 {bet 4{ c. Ces diagrammes for
clairement appar&tre dedignes paraleles(superposes en pointiles sur les diagrammes) relia
des extrema d'amplitude d'oscillation. Le dernier diagrame (Fig. 4{d) pesente la variation
de v,(t) au voisinage du pointC.
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(4 18| En exploitant la gure 4 { d, donner un ordre de grandeur de la periodd des
oscillations dev,. Est-il possible,a partir de cet ordre de grandeur, de dedire la direction de
propagation des ondes internes par rapporta la verticale ?

4 19| En exploitant les dierents diagrammes des gures 4{a; b; ¢ determiner les valeur:
exgerimentales des pentes,, ry et r, des droites repesentes en pointile sur ces diagramrse

4 20| Denirlavitesse de phase d'une onde. Justi er que I'on pusseevaluer les composant
G, G et c, de la vitesse de phase de I'onde interne au poi@t par les trois pentes, ry etr,.

(d 21| Montrer que dans le casetude, on peutecrire! ' N p";—iz

rX I'Z
(4 22| Calculer numeriquement! et en deduire une nouvelle estimation de la periodd des
oscillations que I'on comparera avec la valeur trouwee aal question 18. Conclure quanta |
valeur de que I'on comparera avec la pente moyennede part et d'autre de la valee iccaliee
au dessous du poinC.

[d 23| Determiner les valeurs des composantes,, , et , de la longueur d'onde assoct
a la propagation de I'onde interne. Ces valeurs sont-elledterentes avec la topographie de
valke iccalize ?

4 24| En utilisant le mockle theorique ceveloppe dans la partie | et notamment le esultat
de la question 8, proposer une explication qualitative, ma¢tayee, permettant de comprendr:
pourquoi la mer de nuages, visible sur la photo 1, stagne etipea sevacuer de la valke.

Photo 1 { Mer de nuages dans la valee de I'Arve - Haute-Savoie
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Une onde orographique est une forme d'onde de gravie atmdspique qui se produit lorsqu'une
masse d'air est foree en altitude par son ceplacement adessus d'un relief montagneux.
I'environnement est stable, la masse d'air redescendra déiecaval de I'obstacle et entrera el
oscillation autour d'une hauteuregale ou inerieure au smmet de celui-ci.

4 25| Dans cette question, on ne supposera plus l'air totalements Expliquer qualitati-
vement la formation de nuages lenticulaires dans les Alpediservables sur la photo 2.

Photo 2 { Nuages lenticulaires sur le Mont-Blanc - Haute-Savoie

FIN DE LA PARTIE Il
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