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CONCOURS 2015

PREMIERE EPREUVE DE MATHEMATIQUES

Filiere MP

(Durée de I'épreuve : 3 heures)
Lusage d’ordinateur ou de calculette est interdit.

Sujet mis a la disposition des concours :
CYCLE INTERNATIONAL, ENSTIM, TELECOM INT, TPE-EIVP

Les candidats sont priés de mentionner de fagcon apparente
sur la premiére page de la copie :

MATHEMATIQUESI - MP.

L'énoncé de cette épreuve comporte 5 pages de texte.

Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé,
il le signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des
initiatives qu’il est amené a prendre.
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Opérateur de Volterra et équations différentielles

Lobjectif de ce probleme est I’étude d'un opérateur de Volterra appliqué
notamment a la résolution de certaines équations différentielles.

On considere I'espace vectoriel E des fonctions réelles définies et continues
sur I'intervalle [0, Z], muni du produit scalaire défini pour tous f, g dans E par :

(f,g) =f02f(z)g(t) dt.

On note || fll = /{f, f) la norme associée a ce produit scalaire. Un endomor-
phisme V de I'espace E est dit symétrique défini positif si pour tous f, g dans E,
ona(V(f),g =(f,V(g)) etside plus, (V(f), f) >0 pour tout f € E non nul.

Les parties A et B sont mutuellement indépendantes.

A. Opérateur de Volterra

On note V et V* les endomorphismes de E défini par les formules :
X
vinw= [ rwods

V*(f)(x)=f§f(t)dt
X

pour tous f € Eet x € [0, Z].

1) En observant que V(f) et —V*(f) sont des primitives de f, montrer que
pour tous f, g dans E, on a(V(f),g) =(f, V*(g).

2) Montrer que I’endomorphisme V* o V est symétrique défini positif. En
déduire que ses valeurs propres sont strictement positives.

Soit A une valeur propre de V* o V et fj un vecteur propre associé a A.

3) Montrer que f} est de classe C? et est solution de I'équation différentielle :
y'+ %y = 0 avec les conditions y(5) = 0 et y'(0) = 0.

4) En déduire que A est une valeur propre de V* oV si et seulement s'il existe

neNtel que A = m Préciser alors les vecteurs propres associés.
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B. Théoreme d’approximation de Weierstrass

Soit n un entier strictement positif, x € [0,1] et f : [0,1] — R une fonction
continue. On note Xi, X, ..., X;; des variables aléatoires mutuellement indépen-
dantes et distribuées selon la loi de Bernoulli de parameétre x. On note également
Sn= X1+ Xz + et X, Zn =22 et Bp(f)(x) = E(f(Zp).

5) Rappeler, sans démonstration, la loi de S;,. En déduire, avec démonstra-
tion, les valeurs de 'espérance et de la variance de S, en fonction de n et
de x.

6) En utilisant I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, montrer que pour tout
a>0:

ny\ —k 1
)3 (k)x A-0""<

O<ks<n
I%—xlza

7) Montrer que :

n

n _ k

Ba(H0) - (=Y ( )xk(l—x)" “(£(=) - )
i=o\k n

et en déduire que la suite (B,(f))nen converge uniformément vers f

sur [0, 1]. On pourra utiliser le résultat de la question précédente ainsi

que le théoréeme de Heine.

On a donc établi le théoréeme d’approximation de Weierstrass sur le segment [0, 1] :
toute fonction continue sur [0, 1] y est limite uniforme d'une suite de polyndmes.
On en déduit aisément, et on 'admet, le théoréme d’approximation de Weiers-
trass sur un segment quelconque [a, b].

C. Développementde V* o V(f) en série trigonométrique

On considere maintenant I’espace vectoriel G des fonctions réelles définies
et continues sur l'intervalle [0, 7], muni du produit scalaire défini pour tous f, g
dans G par:

(8¢ :/0 f(Hg(o dr.

Onnote || fll; = V{f, f)c la norme associée a ce produit scalaire.

Pour n € N, on définit la fonction ¢, € G par la formule c, () = cos(nt)
et on note F, = Vect(cy, ¢y, ..., ¢,) le sous-espace vectoriel de G engendré par
{co, c1,...,cn}. On note également Pr, la projection orthogonale de G sur F,.

8) Montrer que si p est un polynéme de degré n € N, la fonction ¢ — p(cos(t))
définie sur [0, 7] appartient a Fj,.
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9) Trouver une suite (a,) ey de nombres réels strictement positifs telle que
la suite (@ cp) nen s0it orthonormée. Déduire du théoreme d’approxima-
tion de Weierstrass que la suite orthonormée (a,¢,) nen €st totale.

10) Soit f € G. Démontrer que || f — Pr, (f)ll; tend vers 0 lorsque rn tend vers
I'infini. Si, de plus, la suite (PF, (f)) nen converge uniformément sur [0, 7]
vers une fonction g, montrer que g = f.

Pour tout x € [0, Z], on définit la fonction g, sur [0, 7] par la formule :

(5 = 7 —max(x,7) si0
8x —gx(m—1) sig <

11) Soit n € N. Déterminer les coordonnées de Pr, (g,) surlabase (co, c1, ..., ¢,)
de F,,. En déduire que pour tout ¢ € [0,7/2] :
4t cos((2n+1)x)

T
5 —max(x, t) = p ngo Cnil? cos((2n+1)1).

12) Montrer que pour tous f € Eet x€ [0, 7] :

i3

* (T
4 oV(f)(x)=f (——max(x,t))f(t)dt
0o \2

et en déduire la suite des coefficients (a,(f)) nen pour laquelle on a:

+00
Vo V(H(x) =) an(f) cos(n+1)x).

n=0

D. Equations différentielles du type Sturm-Liouville

Soit h € E, A € R et 'équation différentielle :

S yY'+Ay+h=0
y@/2)=0et y'(0)=0

On définit ¢, € E pour tout n € N par la formule ¢, (1) = \% cos(2n+1)1).

1
13) Montrer que pour tous fe€ Eetne N, (V* o V(f),pn) = m(f,(pn).

14) Montrer que g est solution de I'équation différentielle S si et seulement si
g=A-V*oV(g)+V*oV(h) et que dans ce cas, on a les formules suivantes
pour tout n € N:

(8 ¢n) = (h, @n)

1
(-G @ = G
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et .
g§=) (&Pn)Pn.
n=0

15) On suppose dans cette question que A n’est pas égal au carré d'un entier
impair. Montrer que la série :

1
Zm(h,wnﬂpn

est normalement convergente. Exhiber alors une solution de S.

On suppose maintenant qu'il existe p € Ntel que A = (2p + 1)2.

16) Montrer que si (h,¢,) = 0 alors S a une infinité de solutions, puis exhiber
I'une d’entre elles. Que peut-on dire si (h, @) #0?

FIN DU PROBLEME

Téléchargé gratuitement sur www.Doc-Solus.fr.


http://www.doc-solus.fr/

