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✭❉✉ré❡ ✿ ✹ ❤❡✉r❡s✮

▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧❛tr✐❝❡s ❡st ❛✉t♦r✐sé❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ é♣r❡✉✈❡✳

⋆ ⋆ ⋆

❯♥ tr❛♥s❞✉❝t❡✉r é❧❡❝tr♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ✿ ❧❡ ❤❛✉t✲♣❛r❧❡✉r

❉❡♣✉✐s s♦♥ ✐♥✈❡♥t✐♦♥ ❡♥ 1925✱ ❧❡ ❤❛✉t✲♣❛r❧❡✉r✱ q✉✐ ❡st ✉♥ tr❛♥s❞✉❝t❡✉r é❧❡❝tr♦❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❛ s✉❜✐ ♣❡✉
❞❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s✳ ❉❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s 70✱ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ♦♥t ❝❤❡r❝❤é à ❛♠é❧✐♦r❡r s♦♥
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡♥ ② ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❞❡s ❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥ts ❞❡st✐♥és à ❝♦rr✐❣❡r ❧❡s ❞é❢❛✉ts ❞❡ r❡st✐t✉t✐♦♥ ❞✉
s♦♥✳ ❙✐ ❧❡s rés✉❧t❛ts t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢✉r❡♥t ♣r♦❜❛♥ts✱ ❧❛ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❢✉t ❛❜❛♥❞♦♥♥é❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t
♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦ût✳ ❆✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱ ❧❛ ♠✐♥✐❛t✉r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs ♣♦✉r ❛♣♣❛r❡✐❧s ♣♦rt❛❜❧❡s ❡t
❧✬❡①✐❣❡♥❝❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❛♥s ❧❛ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ s♦♥ s✉s❝✐t❡♥t ✉♥ r❡❣❛✐♥ ❞✬✐♥térêt ♣♦✉r ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s✳
❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❞❡s ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥s ❞✉ ❤❛✉t✲♣❛r❧❡✉r✱ ❞❡ s❛ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❞❡s ❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥ts✳

❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡t ♣r❡♠✐èr❡s ♥♦t❛t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✶ ✕ ❱✉❡ ❡♥ ❝♦✉♣❡ ❡t s❝❤é♠❛ ❞❡ ❤❛✉t✲♣❛r❧❡✉r✳ ✶ ▼❡♠❜r❛♥❡✳ ✷ ❙✉s♣❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡♥tr❛❣❡✳
✸ ❇♦❜✐♥❡✳ ✹ ❙❛❧❛❞✐❡r✳ ✺ ❆✐♠❛♥t✳ ✻ ❙✉s♣❡♥s✐♦♥✳ ✼ ❈❛❝❤❡✲P♦✉ss✐èr❡✳ ❙♦✉r❝❡ ✿ ❤tt♣ ✿✴✴❛✉t♦s♦♥✳❢r✴❤♣✳♣❤♣✳

▲❡ ❤❛✉t✲♣❛r❧❡✉r é❧❡❝tr♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ✭❋✐❣✉r❡s ✶ ❡t ✷✮ ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥ ❛✐♠❛♥t
♣❡r♠❛♥❡♥t ❡t ❞✬✉♥❡ ❜♦❜✐♥❡ ♠♦❜✐❧❡ ❡♥r♦✉❧é❡ s✉r ✉♥ ❝②❧✐♥❞r❡ ❡♥ ♠❛tér✐❛✉ ✐s♦❧❛♥t ❡t ❛ss✉❥❡tt✐❡ à s❡
❞é♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛①✐❛❧❡✱ ♥♦té❡ z✳ ▲✬❛✐♠❛♥t✱ ❞♦♥t ❧❡s ♣ô❧❡s s♦♥t ❞❡✉① ❝②❧✐♥❞r❡s ❝♦♥❝❡♥tr✐q✉❡s✱
❣é♥èr❡ ✉♥❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ r❛❞✐❛❧❡ ~B = B~ur ✭~ur ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r r❛❞✐❛❧ ✉♥✐t❛✐r❡✮ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡
✉♥✐❢♦r♠❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ♣ér✐♠ètr❡ ❞❡s s♣✐r❡s ❞❡ ❧❛ ❜♦❜✐♥❡✳ ❈❡tt❡ ❜♦❜✐♥❡ ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ s♣✐r❡s ❝✐r❝✉❧❛✐r❡s ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❢❡r♠é❡s ❞❡ r❛②♦♥ a✱ ♣❛r❝♦✉r✉❡s ♣❛r ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦✉r❛♥t✳ ❖♥ ♥♦t❡ ℓ ❧❛
❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ✜❧ s♦✉♠✐s à ~B✱ Re s❛ rés✐st❛♥❝❡ ❡t Le s♦♥ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ♣r♦♣r❡✳ ❈❡tt❡ ❜♦❜✐♥❡ ❡st s♦❧✐❞❛✐r❡
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❋✐❣✉r❡ ✷ ✕ ➚ ❣❛✉❝❤❡ ✿ s❝❤é♠❛ ❞❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ❤❛✉t✲♣❛r❧❡✉r é❧❡❝tr♦❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ▲❡ ❝❤❛♠♣ ~B ❡st ❞✐r✐❣é
◆ → ❙ ❀ à ❞r♦✐t❡ ✿ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ❍P ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ r③✳

❞✬✉♥❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥ s♦❧✐❞❡ ♣❧❛♥ r✐❣✐❞❡ ❡t s♦✉♠✐s❡ à ❞❡s ❢♦r❝❡s ❞❡ r❛♣♣❡❧ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡
s✉s♣❡♥s✐♦♥s é❧❛st✐q✉❡s ♠♦❞é❧✐sé❡s ♣❛r ❞❡s r❡ss♦rts ❞❡ r❛✐❞❡✉rs r❡s♣❡❝t✐✈❡s Kr ✭r❛❞✐❛❧❡✮ ❡t Ka ✭❛①✐❛❧❡✮✳

▲♦rsq✉✬❡❧❧❡ ❡st ❛♥✐♠é❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ~v✱ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ s✉❜✐t ✉♥❡ ❢♦r❝❡ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ~Ff = −h~v q✉✐
s✬♦♣♣♦s❡ ❛✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❛①✐❛❧ ✭h > 0✮✳ ❈❡tt❡ ❢♦r❝❡ ❡st ré♣✉té❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts
♠é❝❛♥✐q✉❡s✱ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛rt✐❡s é❧❛st✐q✉❡s ❡t ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠✐❧✐❡✉✳ ▲❡s
❞❡✉① ❡①tré♠✐tés ❞✉ ✜❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦❜✐♥❡ s♦♥t ❜r❛♥❝❤é❡s ❛✉① ❜♦r♥❡s ❞❡ s♦rt✐❡ ❞✬✉♥ ❛♠♣❧✐✜❝❛t❡✉r ❞♦♥t ❧❛
rés✐st❛♥❝❡ ❞❡ s♦rt✐❡ ❡st ♥✉❧❧❡ ❡t q✉✐ ❞é❧✐✈r❡ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ eg(t)✳ ❖♥ ♥♦t❡ i(t) ❧❡ ❝♦✉r❛♥t ❝✐r❝✉❧❛♥t ❞❛♥s ❧❡
❜♦❜✐♥❛❣❡✳ ▲❛ ❜♦❜✐♥❡ ❡st ❛✐♥s✐ s♦✉♠✐s❡ ❛✉① ❢♦r❝❡s ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ é❧❡❝tr♦❞②♥❛♠✐q✉❡ rés✉❧t❡
❞❡ ❧❛ ❢❡♠ ✐♥❞✉✐t❡ e(t)✱ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❜♦❜✐♥❡ ❞❛♥s ~B✳ ◆♦✉s ❛❞♦♣t♦♥s ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❞❡
s✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✱ e(t) ét❛♥t ❡♥ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❣é♥ér❛t❡✉r✳

❋✐❣✉r❡ ✸ ✕ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥s ❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳

❖♥ ♥♦♠♠❡ éq✉✐♣❛❣❡ ♠♦❜✐❧❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥st✐t✉é ❞✉ ✜❧✱ ❞✉ ❝②❧✐♥❞r❡ ✐s♦❧❛♥t✱ ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❡t
❞❡s s✉s♣❡♥s✐♦♥s q✉✐ s❡ ❞é♣❧❛❝❡♥t s♦✉s ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✈❡rs❡s ❢♦r❝❡s ❀ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❛❣❡ ❡st ♥♦té❡
ME ✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❛❞♦♣té ♣♦✉r ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st r❡♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳

❊♥ ré❣✐♠❡ s✐♥✉s♦ï❞❛❧✱ ♦♥ ♥♦t❡ X ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❛ss♦❝✐é❡ à x(t) ✿ x(t) = ℜ[X exp(jωt)]✱
❛✐♥s✐ Eg ♣♦✉r ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❞✬❛❧✐♠❡♥t❛t✐♦♥✱ I ♣♦✉r ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞✉ ❝♦✉r❛♥t ❡t V ♣♦✉r ❧❛ ✈✐t❡ss❡✱ ♠❡s✉ré❡
s❡❧♦♥ ❖③✳

✶ ❋♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡

✶✳✶ ➱q✉❛t✐♦♥ é❧❡❝tr✐q✉❡

✶✳ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ v ét❛♥t ♠❡s✉ré❡ s❡❧♦♥ ❖③✱ ét❛❜❧✐r✱ ❡♥ ♣ré❝✐s❛♥t ❧❡ ❝♦♥t♦✉r ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❢❡♠ ✐♥❞✉✐t❡

e =

∮
Contour

(Bv~uθ) . (a~uθ) ❞θ = Bℓv. ✭✶✮
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✷✳ ➱t❛❜❧✐r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❞✐t❡ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❡t ♥♦té❡ ❬❊❪✱ r❡❧✐❛♥t eg(t) à i(t) ❡t à v(t) ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ Re✱ Le ❡t ❞❡ ❧❛ ❣r❛♥❞❡✉r α = Bℓ✱ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✉ ❞✐s♣♦s✐t✐❢✳

✸✳ ❉é❞✉✐r❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❬❊❪ ❞❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✷ q✉❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❞✬❛❧✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡st s✐♥✉s♦ï❞❛❧❡
❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ Eg ❡t ❞❡ ♣✉❧s❛t✐♦♥ ω✱ ♦♥ ❛ Eg = ZeI −αV ✱ ❡♥ ♣ré❝✐s❛♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡
Ze ✭❧✬✐♥❞✐❝❡ ❡ ❛✛❡❝t❛♥t ❧✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ Ze s✐❣♥✐✜❡ ✐❝✐ é❧❡❝tr✐q✉❡✮✳

✶✳✷ ➱q✉❛t✐♦♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡

✹✳ ❉♦♥♥❡r✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ i ❡t ❞❡ α✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ~FL q✉✐ s✬❡①❡r❝❡ s✉r ❧❛
❜♦❜✐♥❡ ❡t ♣ré❝✐s❡r ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r❝❡✳

✺✳ ■❞❡♥t✐✜❡r ♣❛r ❧❡✉r ♥✉♠ér♦✱ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✱ ❧❡s s✉s♣❡♥s✐♦♥s é❧❛st✐q✉❡s
♠♦❞é❧✐sé❡s ♣❛r ❞❡s r❡ss♦rts ❞❡ r❛✐❞❡✉rs r❡s♣❡❝t✐✈❡s Kr ❡t Ka✳

✻✳ ▲✬éq✉✐♣❛❣❡ ♠♦❜✐❧❡ ❡st s♦✉♠✐s à ❧❛ ♣❡s❛♥t❡✉r
(

g = 9, 8 ♠✳s−2
)

✳ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❞é❢❛✉t ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t
♠❛①✐♠❛❧✱ ♥♦té δe✱ ❞❡ ❧❛ ❜♦❜✐♥❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥tr❡❢❡r✱ ♣♦✉r ME = 7 ❣ ❡t Kr = 2.106 ◆✳♠−1✳ ➚ t✐tr❡
❞♦❝✉♠❡♥t❛✐r❡✱ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛①✐❛✉① ❞❡ ❧❛ ❜♦❜✐♥❡ ❡st✱ ♣♦✉r ❧❡ ❤❛✉t✲♣❛r❧❡✉r ❡t
❧❡ ré❣✐♠❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t ✐❝✐✱ s✉♣ér✐❡✉r❡ à 10−4 ♠✳

✼✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✐❝✐ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❛①✐❛❧ ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡✳
✭❛✮ ❆̀ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈ér✐✜❡r❛✱

~FL = h~v +ME

❞~v
❞t

+Ka

∫

~v ❞t ✭✷✮

ét❛❜❧✐r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❞✐t❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡t ♥♦té❡ ❬▼❪✱ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳
✭❜✮ ❊①♣r✐♠❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✮ ❡♥ ré❣✐♠❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t s✐♥✉s♦ï❞❛❧ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ FL = ZmV ❡♥
♣ré❝✐s❛♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ Zm ✭❧✬✐♥❞✐❝❡ m s✐❣♥✐✜❡ ✐❝✐ ♠é❝❛♥✐q✉❡✮✳

✽✳ ❊①♣r✐♠❡r ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ FL✱ ❞❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝♦♠♣❧❡①❡

I ❞✉ ❝♦✉r❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❜♦❜✐♥❡ ❀ ❡①♣r✐♠❡r ❧❡ r❛♣♣♦rt
V

I
❀ ✈ér✐✜❡r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ r❛♣♣♦rt

α

Zm

✳

✾✳ P♦✉r q✉❡❧❧❡ r❛✐s♦♥ ♣❡✉t✲♦♥ s❡ ❧✐♠✐t❡r à ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❡♥ ré❣✐♠❡ s✐♥✉s♦ï❞❛❧ ❢♦r❝é ❄

✶✳✸ ❆s♣❡❝ts é♥❡r❣ét✐q✉❡s

✶✵✳ ❉é❞✉✐r❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❬❊❪ ❞❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✷ ✉♥ ❜✐❧❛♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡ é❧❡❝tr✐q✉❡✳

✶✶✳ ❉é❞✉✐r❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✮ ❞❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✼✭❛✮ ✉♥ ❜✐❧❛♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡✳

✶✷✳ ◗✉❡ ♣❡✉t✲♦♥ ❞✐r❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ é❧❡❝tr♦♠é❝❛♥✐q✉❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞✉ tr❛♥s❢❡rt é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❛
♣✉✐ss❛♥❝❡ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢❡♠ ✐♥❞✉✐t❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❛❣❡ ❡t ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡
♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ❢♦r❝❡s ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❄ ❉ét❛✐❧❧❡r ❛❧♦rs ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞é❧✐✈ré❡ ♣❛r ❧❡
❣é♥ér❛t❡✉r s❡ ré♣❛rt✐t ❡♥tr❡ ❢♦r♠❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s✱ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡t ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡s✳

✶✸✳ ➱t❛❜❧✐r q✉❡✱ ❡♥ ré❣✐♠❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ✭♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❤❛r♠♦♥✐q✉❡✮✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♠♦②❡♥♥❡s ❞❛♥s
❧❡ t❡♠♣s✱ ❝❛❧❝✉❧é❡s s✉r ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❡t ♥♦té❡s 〈.〉✱ s♦♥t ❧✐é❡s ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

〈egi〉 =
〈

Rei
2
〉

+
〈

hv2
〉

.

✶✳✹ P❤é♥♦♠é♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧❛ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ♣♥❡✉♠❛t✐q✉❡ ❡♥ ❡♥❝❡✐♥t❡ ❝❧♦s❡

▲❡ ❤❛✉t✲♣❛r❧❡✉r ❡st ✜①é s✉r ✉♥❡ ❡♥❝❡✐♥t❡ ❝❧♦s❡✱ ❧❡ ❝❛✐ss♦♥✱ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛✉ r❡♣♦s Ω0✳ ▲❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞❡
❧✬❛✐r ❡①tér✐❡✉r ❡st ♥♦té❡ P0✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ ❛ss✐♠✐❧é❡ à ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ♣❧❛♥❡ ❞✬❛✐r❡ Σ s❡ ❞é♣❧❛❝❡
❞❡ ❧❛ ♣❡t✐t❡ q✉❛♥t✐té z✱ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❝❛✐ss♦♥ ❡st ♥♦té❡ p✳ ▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
❧✬❛✐r ❝♦♥✜♥é ❞❛♥s ❧❡ ❝❛✐ss♦♥ ❡st ✐s❡♥tr♦♣✐q✉❡✳

✸
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✶✹✳ ➱t❛❜❧✐r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ ♣r❡ss❛♥t❡ q✉✐ s✬❡①❡r❝❡ s✉r ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ Fp = −kz
❡♥ ❡①♣r✐♠❛♥t k ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ P0,Σ,Ω0 ❡t ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ✐s❡♥tr♦♣✐q✉❡ γ✳

✶✺✳ ❱ér✐✜❡r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ k ❡t✱ à ♣❛rt✐r ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ P0,Σ ❡t Ω0✱ ❡st✐♠❡r s♦♥ ♦r❞r❡ ❞❡
❣r❛♥❞❡✉r✳ ❈♦♠♣❛r❡r ✈♦tr❡ rés✉❧t❛t à Ka = 1, 2.103 ◆✳♠−1✳

✷ ■♠♣é❞❛♥❝❡ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❞✉ ❤❛✉t✲♣❛r❧❡✉r

❊♥ ✈✉❡ ❞❡s ❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥ts✱ ♦♥ ✈❡✉t ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡ ❤❛✉t✲♣❛r❧❡✉r ♣❛r ❞❡s ♠❡s✉r❡s s✐♠♣❧❡s✱ ❞♦♥t
❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ét✉❞✐é ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

✷✳✶ ❙❝❤é♠❛ é❧❡❝tr✐q✉❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞✉ ❤❛✉t✲♣❛r❧❡✉r

✶✻✳ ❖♥ ❜❧♦q✉❡ ❧✬éq✉✐♣❛❣❡ ♠♦❜✐❧❡ ❡t ♦♥ ❛❧✐♠❡♥t❡ ❧❛ ❜♦❜✐♥❡✱ ❞✬❛❜♦r❞ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✉r❛♥t ❝♦♥t✐♥✉✱ ❡♥s✉✐t❡
❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✉r❛♥t s✐♥✉s♦ï❞❛❧✳
✭❛✮ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ ❞❡ ❝❡s ♠❡s✉r❡s ❧❡s ❣r❛♥❞❡✉rs Re ❡t Le✳
✭❜✮ ❖♥ tr♦✉✈❡ Re = 4 Ω ❡t Le = 0, 1 ♠❍✳ ❙✉r q✉❡❧❧❡ ♣❧❛❣❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s |Ze| s✬é❝❛rt❡✲t✲✐❧ ❞❡
♣❧✉s ❞❡ 1% ❞❡ Re ❄

▲❡ ❤❛✉t✲♣❛r❧❡✉r ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ét❛♥t ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛✈❡s✱ ♦♥ ♥❡ t✐❡♥❞r❛ ❞és♦r♠❛✐s ♣❧✉s
❝♦♠♣t❡ ❞❡ Le✱ s❛✉❢ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✷✹✳

✶✼✳ ❖♥ ♣♦s❡ Rm =
α2

h
✱ ♦ù ❧✬♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ α = Bℓ ❡t ~Ff = −h~v✳

✭❛✮ ❱ér✐✜❡r q✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ Rm ❡st ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ rés✐st❛♥❝❡✳
✭❜✮ ▼♦♥tr❡r q✉❡✱ ❡♥ ré❣✐♠❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t s✐♥✉s♦ï❞❛❧✱ ❧✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ ZB = Eg/I✱ s✬é❝r✐t✱ ❡♥ t❡r♠❡s
❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ωm ❡t Q✱ ❞♦♥t ♦♥ ♣ré❝✐s❡r❛ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡t ❧❛ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡

ZB =
Eg

I
= Re +

Rm

βm
, ❛✈❡❝ βm = 1 + jQ

(

ω

ωm

−
ωm

ω

)

. ✭✸✮

✶✽✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ βm ❞é✜♥✐ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✶✼ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ∆ ♣❛r❛❧❧è❧❡ à
❧✬❛①❡ ❞❡s ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡s ❡t ❞✬❛❜s❝✐ss❡ ✉♥✐t❛✐r❡✳ ❖♥ ❛❞♠❡ttr❛ q✉❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ βm ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r
❧❡ ❝❡r❝❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳

❋✐❣✉r❡ ✹ ✕ ▲✬✐♥✈❡rs❡ ❞✬✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ à ❧✬❛①❡ ❞❡s ♦r❞♦♥♥é❡s ❡st ❧❡ ❝❡r❝❧❡ ❝❡♥tré s✉r ❧✬❛①❡ ❞❡s
❛❜s❝✐ss❡s✱ ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❡t t❛♥❣❡♥t à ❝❡tt❡ ❞r♦✐t❡✳

✭❛✮ ◗✉❡❧❧❡ ❡st ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✉t✐❧❡ ❞❡ ❝❡ ❝❡r❝❧❡ ❄
✭❜✮ ◗✉❡❧❧❡ ❡st ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ ZB ❄

✹
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✶✾✳ ❖♥ ♣♦s❡ x =
ω

ωm

♣✉✐s y = x−
1

x
✳

✭❛✮ ❊①♣r✐♠❡r ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ |ZB| ❡t ❧❛ ♣❤❛s❡ ϕB ❞❡ ZB ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ y✳
✭❜✮ ❉♦♥♥❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ y ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s |ZB| ❡st ❡①tré♠❛❧ ❡t ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡s✱
|ZB|min ❡t |ZB|max ❞❡ ❝❡s ❡①tr❡♠❛ ❀ q✉❡❧❧❡ ❡st ❧❛ ♣❤❛s❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❡①tr❡♠❛ ❄

✷✳✷ ▼❡s✉r❡s é❧❡❝tr✐q✉❡s

✷✵✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✺ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s (|ZB|, ϕB) ❞❡
❧✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ ❞✉ ❤❛✉t✲♣❛r❧❡✉r✳ ▲✬❛♠♣❧✐✜❝❛t❡✉r ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧ ✭❆❖✮ ♣❛r❢❛✐t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❡♥ ré❣✐♠❡
❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❛ rés✐st❛♥❝❡ R0 ❡st ✉♥❡ ✐♠♣é❞❛♥❝❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ ▲❡ ♣♦t❡♥t✐♦♠ètr❡ P ♣❡r♠❡t ❞✬❛❥✉st❡r
❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ + ❞❡ ❧✬❆❖ ❞❡ t❡❧❧❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ UAB s♦✐t ❝♦♥st❛♥t✱ s❡✉❧❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡
✈❛r✐❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ UBS ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❛✉① ❜♦r♥❡s ❞✉ ❤❛✉t✲♣❛r❧❡✉r ❡t UAS ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❡t
❧❛ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧✬❆❖✳ ▲❡s tr♦✐s ♠❡s✉r❡s s♦♥t ❢❛✐t❡s ❛✈❡❝ tr♦✐s ✈♦❧t♠ètr❡s ❞❡ ♠ê♠❡ t②♣❡✳

✭❛✮ ❊①♣❧✐q✉❡r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡✳
✭❜✮ ❏✉st✐✜❡r q✉❡✱ ❛✈❡❝ R0 = 10 Ω ❡t UAB = 0, 1 ❱✱ ♦♥ ❛✐t✱ à t♦✉t❡ ❢réq✉❡♥❝❡✱|ZB| = η|UBS |✱
❛✈❡❝ η = 100 ❆✳♠−1✳
✭❝✮ ❉é❞✉✐r❡ cosϕB ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ UAB✱ UBS ❡t UAS ✳

❋✐❣✉r❡ ✺ ✕ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❞✉ ❤❛✉t✲♣❛r❧❡✉r✳

❋✐❣✉r❡ ✻ ✕ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ♣❤❛s❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡
ϕm

π
✭à ❞r♦✐t❡✮ ❞❡ Zmo ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ x =

ω

ωm

✳

✺
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✷✶✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✻ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ rés✉❧t❛t✱ ❛♣rès tr❛✐t❡♠❡♥t✱ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♠♦t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡

❧✬✐♠♣é❞❛♥❝❡✱ Zmo =
Rm

βm(x)
✭Rm ❡t βm ♦♥t été ❞é✜♥✐s à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✶✼✮✳

✭❛✮ ❉♦♥♥❡r ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❧✐ttér❛❧❡s ❞❡s ♣✉❧s❛t✐♦♥s ω1 ❡t ω2 ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❛ ♣❤❛s❡ ϕm ❞❡
❝❡tt❡ ❣r❛♥❞❡✉r ✈❛✉t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t +π/4 ❡t −π/4✳
✭❜✮ ❈♦♠♠❡♥t ❞é❞✉✐r❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♣✉❧s❛t✐♦♥s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t Q ❄
✭❝✮ ❈❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡st✲❡❧❧❡ t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❄

✷✷✳ ❖♥ ❞✐s♣♦s❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t s✉r ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❞✉ ❤❛✉t✲♣❛r❧❡✉r ✉♥ ✜❧♠ s♦✉♣❧❡ ❞❡ ♠❛ss❡m✳ ❏✉st✐✜❡r
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❞♦♥♥❡r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣✉❧s❛t✐♦♥ ♣r♦♣r❡✱ ♥♦té❡ ω

′

m✱ ❞✉ s②stè♠❡✳

✷✸✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s q✉❡st✐♦♥s ✶✼ à ✷✷✱ ❞é❞✉✐r❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ s②stè♠❡✱ à s❛✈♦✐r ME ✱ h✱ Ka ❡t α✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✿ fm = 50 ❍③✱
Q = 1✱ m = 5 ❣✱ |ZB|max − |ZB|min = 6 Ω ❡t f

′

m = 45 ❍③✳

✷✹✳ ▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ét❛❜❧✐❡s ❞❛♥s ❧❡s q✉❡st✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♣❡r❞❡♥t ❞❡ ❧❡✉r ✈❛❧✐❞✐té

❛✉① ❢réq✉❡♥❝❡s é❧❡✈é❡s

(

x =
ω

ωm

≫ 1

)

✿ ❞é❥à✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❧✉s ♥é❣❧✐❣❡r ❧❡ t❡r♠❡ Leω ❞û à

❧✬✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ♣r♦♣r❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦❜✐♥❡ ❀ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ♥é❣❧✐❣❡r
1

x
❞❡✈❛♥t x ❡t✱ ❡♥ ré❢ér❡♥❝❡ ❛✉①

r❡❧❛t✐♦♥s ✸ ❞❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✶✼✱ ❝♦♥✈❡♥✐r ♣r♦✈✐s♦✐r❡♠❡♥t q✉❡

ZB = Re + jLeωmx+
Rm

1 + jQx
. ✭✹✮

P♦✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ✈❛❧❡✉r x3 ❞❡ x✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ s✉r ✉♥ ♦s❝✐❧❧♦s❝♦♣❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛♥t ❡♥ ♠♦❞❡ xy ✭♥♦♥
r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ❋✐❣✳ ✺✮ q✉❡ ❧❡ ❝♦✉r❛♥t ❡t ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❛✉① ❜♦r♥❡s ❞✉ ❤❛✉t✲♣❛r❧❡✉r s♦♥t ❡♥ ♣❤❛s❡✳
✭❛✮ ◗✉❡ ✈♦✐t✲♦♥ ❛❧♦rs s✉r ❧✬é❝r❛♥ ❞❡ ❧✬♦s❝✐❧❧♦s❝♦♣❡ ❄
✭❜✮ ❊①♣r✐♠❡r Le ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ Rm✱ Q✱ ωm ❡t x3✳

✷✺✳ ❊♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ♣❡❛✉✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✹✮ r❡st❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ✿ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t q✉❡✱
❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té σ ❡t ❡♥ ré❣✐♠❡ s✐♥✉s♦ï❞❛❧ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ f ✱ s❡✉❧❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡

❡①tér✐❡✉r❡ ❞✬é♣❛✐ss❡✉r (δ)
♠♠

=
15915

√

σ · (f)
❦❍③

❝♦♥tr✐❜✉❡ à ❧❛ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥✳ ▲❛ rés✐st❛♥❝❡ ❡✛❡❝t✐✈❡

❞✉ ✜❧ ❡st✲❡❧❧❡ ❛✉❣♠❡♥té❡ ♦✉ ❞✐♠✐♥✉é❡ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ♣❡❛✉ ❄

✷✳✸ ▼❡s✉r❡s ✐♥t❡r❢ér♦♠étr✐q✉❡s

P♦✉r ♠❡s✉r❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡t ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ s❛♥s ♣❡rt✉r❜❡r ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✉ ❤❛✉t✲
♣❛r❧❡✉r✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ s❛♥s ❝♦♥t❛❝t ❞❡ ✈✐❜r♦♠étr✐❡ ❧❛s❡r ❞é❝r✐t❡ ❝✐✲❛♣rès✳

▲✬✐♥t❡r❢ér♦♠ètr❡ ❞❡ ▼✐❝❤❡❧s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✼ ❡st ré❣❧é ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ❞❡s ❛♥♥❡❛✉①✳ ❯♥ ❜❧♦❝ sé♣❛r❛tr✐❝❡✲
❝♦♠♣❡♥s❛tr✐❝❡✱ ✭❙❈✮✱ ❡st ✐♥séré ❞❛♥s ❧❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢✱ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s ❢❛✐s❝❡❛✉① ré✢é❝❤✐s ♣❛r ✭▼✮
❡t ❧❡ ❤❛✉t✲♣❛r❧❡✉r ✭❍P✮ s♦✐❡♥t ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐r❡s✳ ❖♥ s✬❡✛♦r❝❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❡♥ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts
❢❛✐s❝❡❛✉① s✉❜✐ss❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ré✢❡①✐♦♥s ❡t ❞❡ ré❢r❛❝t✐♦♥s ❡t q✉❡ ❧❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❞❛♥s ❝❤❛✲
❝✉♥ ❞❡s ❜r❛s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér♦♠ètr❡ s♦✐❡♥t é❣❛❧❡s✳ ❖♥ ❝♦♥✈✐❡♥t ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r q✉❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥✲
t❡r❢ér♦♠ètr❡ ❡st ♣❛rt♦✉t é❣❛❧ à 1✱ ❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t à ❝♦♥❢♦♥❞r❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❡t ♦♣t✐q✉❡✳
❖♥ ♥♦t❡ d0

1
❡t d0

2
❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ r❡♣♦s ❞✉ s②stè♠❡ ❡t ❧✬♦♥ ♣♦s❡

Ψ0 =
4π

λ

(

d0
1
− d0

2

)

= 2q
(

d0
1
− d0

2

)

✭❝❡ q✉✐ ❞é✜♥✐t q ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡✱ λ✱ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡

♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé❡✮✳

✷✳✸✳✶ ❆♥❛❧②s❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ✿ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✈✐❜r❛t♦✐r❡

▲✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✼ ❡st ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❞✉ ❤❛✉t✲♣❛r❧❡✉r✳
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❋✐❣✉r❡ ✼ ✕ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ✈✐❜r♦♠ètr❡ ❧❛s❡r✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❧❛s❡r✲é❧❛r❣✐ss❡✉r ❞❡ ❢❛✐s✲
❝❡❛✉ ❡st s②♠❜♦❧✐sé ♣❛r ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡ ♣❧❛❝é❡ ❛✉ ❢♦②❡r ♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡ ❧❡♥t✐❧❧❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ▲1✳ ▲❡
❢❛✐s❝❡❛✉ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡st ❞✐r✐❣é ✈❡rs ❧❡ ♠✐r♦✐r ✜①❡ ✭▼✮ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧✬❛✉tr❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❡st ❡♥✈♦②é ❡♥
✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♥♦r♠❛❧❡ ✈❡rs ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳✸✳✶✱ ❝❡t ♦❜❥❡t ❡st ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❞✉
❤❛✉t✲♣❛r❧❡✉r ❀ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳✸✳✷✱ ❝❡t ♦❜❥❡t ❡st ✉♥ ♣❡t✐t ♠✐r♦✐r ♣❧❛♥✳ ▲❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ s♦rt❛♥t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢é✲
r♦♠ètr❡ ❡st ❞ét❡❝té s✉r ❧❡ ♣❤♦t♦❞ét❡❝t❡✉r ✭P✮✱ q✉✐ ♣r♦❞✉✐t ✉♥❡ t❡♥s✐♦♥ VD ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❧✬✐♥t❡♥s✐té
❧✉♠✐♥❡✉s❡ q✉✬✐❧ r❡ç♦✐t✳

✷✻✳ ❈♦♠♠❡♥t❡r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✺✮ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❞❡ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❞❡ r❡♣♦s V 0

D
✱ ❡♥ ✐♥❞✐q✉❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t

❧❡ s❡♥s ❡t ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t m0 ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦s✐♥✉s✳ ➚ q✉♦✐ ♣❡✉t
êtr❡ ❞✉❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ m0 ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ 1 ❄

V 0

D = V0 (1 +m0 cosΨ0) . ✭✺✮

✷✼✳ ▲❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛✉ r❡♣♦s ❞✉ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ét❛♥t✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✬✐♥✲
t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡♥ P s♦✐t ♥✉❧✱ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❞✉ ❤❛✉t✲♣❛r❧❡✉r ❡st ♠✐s❡ ❡♥ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ✿
d1(t) = d0

1
+ δ1 cos(ωt)✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞ét❡r♠✐♥❡r δ1 ❡♥ ❝♦♠♣t❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ n ❞❡

❝②❝❧❡s ❝♦♠♣❧❡ts (2π) ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ VD ♣r♦❞✉✐t ♣❛r ❧❡ ♣❤♦t♦❞ét❡❝t❡✉r ❛✉ ❝♦✉rs
❞✬✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡✳

✷✽✳ ❈❛❧❝✉❧❡r δ1 ♣♦✉r n = 28 ❡t λ = 0, 65 µ♠✳

✷✳✸✳✷ ❆♥❛❧②s❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ✿ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ✈✐❜r❛t♦✐r❡

▲❡ ❤❛✉t✲♣❛r❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✼ ❡st r❡♠♣❧❛❝é ✐❝✐ ♣❛r ✉♥ ♣❡t✐t ♠✐r♦✐r ♣❧❛♥✳ ▲✬✐♥t❡r❢ér♦♠ètr❡ ❡st ❛❧♦rs
❡①♣♦sé à ❧✬♦♥❞❡ ❛❝♦✉st✐q✉❡ é♠✐s❡ ♣❛r ❧❡ ❤❛✉t✲♣❛r❧❡✉r ✭♠❛✐s ✐❧ ❡st ✐s♦❧é ♠é❝❛♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡ ❞❡r✲
♥✐❡r✮✳ ❈❡tt❡ ♦♥❞❡ ♦s❝✐❧❧❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡♠❡♥t à ❧❛ ♣✉❧s❛t✐♦♥ ω✳ ❖♥ ❛❞♠❡t q✉✬❡❧❧❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ❞é♣❤❛s❛❣❡
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ Ψ = ψM cos(ωt) ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❢❛✐s❝❡❛✉① ❞❡

❧✬✐♥t❡r❢ér♦♠ètr❡✱ ❛✈❡❝
∣

∣

∣
ψm

∣

∣

∣
≪ 1✳ ▲✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ✐♥❝❧✉t ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s

tr❛❥❡ts ♦♣t✐q✉❡s✳ ❖♥ ♣♦s❡ ❛✐♥s✐

VD = V0 [1 +m0 cos (Ψ0 + ψM cosωt)] . ✭✻✮

✷✾✳ ❈♦♠♠❡♥t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ VD r❡♥s❡✐❣♥❡✲t✲❡❧❧❡ s✉r ❧✬ét❛t ✈✐❜r❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❄
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✸ ❋❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❜♦❜✐♥❡ ♠✉❧t✐✲❝♦✉❝❤❡s

✸✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✬✉♥❡ ▼❛❝❤✐♥❡ ❞❡ ❜♦❜✐♥❛❣❡

▲❡ tr❛♥❝❛♥♥❛❣❡ ❝♦♥s✐st❡ ✐❝✐ à ❡♥r♦✉❧❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ✉♥ ✜❧✱ s♣✐r❡ ♣❛r s♣✐r❡✱ s✉r ✉♥❡ ❜♦❜✐♥❡✳
▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✽ ♠♦♥tr❡ ✉♥ ❞❡ss✐♥ ❞❡ tr❛♥❝❛♥♥❡✉s❡✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✾ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ❞✬✉♥❡
tr❛♥❝❛♥♥❡✉s❡ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡s✱ ❧❛ ❧é❣❡♥❞❡ ❡♥ ❞é❝r✐t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡✳

❋✐❣✉r❡ ✽ ✕ ❱✉❡ ❞✬❛rt✐st❡ ❞✬✉♥❡ tr❛♥❝❛♥♥❡✉s❡✳ ❙♦✉r❝❡ ✿ ❤tt♣ ✿✴✴✈✐s✲tr❛♥❝❛♥♥❛❣❡✳❝♦♠

❋✐❣✉r❡ ✾ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ tr❛♥❝❛♥♥❛❣❡✳ ▲❡ ❝❤❛r✐♦t (1) ❡st ❣✉✐❞é ❡♥ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡
❧✐❛✐s♦♥ ♣✐✈♦t ❣❧✐ss❛♥t ❛ss♦❝✐é❡ ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ à ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❣✉✐❞❛❣❡ ❛ss✉r❛♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉
♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞✬❡♥tré❡ (3) ❡♥ ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛r✐♦t ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛✉ ❜ât✐ (0)✳ ▲❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❡s ♣♦✉❧✐❡s ❡st ♥♦té Di✱ ❛✈❡❝ i = 1, 2, 3 ❡t 4✳

▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡s ❧✐❛✐s♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ♥✉♠ér♦tés ❞✉ s❝❤é♠❛ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✾ ❡st
❞♦♥♥é✱ à t✐tr❡ ✐♥❞✐❝❛t✐❢✱ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳

▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❣✉✐❞❛❣❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✶✮ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ tr♦✐s r♦✉❧❡♠❡♥ts ♣ré❝♦♥tr❛✐♥ts ❞❡ ❢❛ç♦♥ à
❛ss✉r❡r ✉♥ ❝♦♥t❛❝t ♣♦♥❝t✉❡❧ ❡♥ tr♦✐s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ (3)✳ ❈❡s tr♦✐s r♦✉❧❡♠❡♥ts s♦♥t ✐♥❝❧✐♥és ❛❧t❡r♥❛✲
t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛①❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✱ s❡❧♦♥ ❞❡s ❛♥❣❧❡s ♦♣♣♦sés ❡t ré❣❧❛❜❧❡s ♥♦tés r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t β
❡t −β✳ ❯♥ s②stè♠❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r ✐♥st❛♥t❛♥é♠❡♥t ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ ❝❡t ❛♥❣❧❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
r♦✉❧❡♠❡♥t✱ ❞♦♥❝ ❧❡ s❡♥s ❞❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛r✐♦t ❞ès q✉❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❛rr✐✈❡ ❡♥ ❜✉té❡ ❞❡ ✜♥ ❞❡ ❝♦✉rs❡✳
❖♥ ♥♦t❡ R3 ❧❡ r❛②♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❡t ω3 s❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ♦r✐❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡ ❞❛♥s
❧❡ ♣❧❛♥ (y, z)✳

✸✵✳ ❙♦✐❡♥t ❆ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♥t❛❝t ❡♥tr❡ ❧✬❛r❜r❡ (3) ❡t ❧❛ ❜❛❣✉❡ ✐♥tér✐❡✉r❡ (5) ❞✬✉♥ r♦✉❧❡♠❡♥t ✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✶✶✮

❡t ❖ ❧❡ ♣♦✐♥t s✉r ❧✬❛①❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ t❡❧ q✉❡
−→

OA = −R3~y ❡t
−−−−→

Ω(3/0) = −ω3~x✳
❛✮ ❊♥ ❡①♣r✐♠❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥✲❣❧✐ss❡♠❡♥t ❡♥ ❆ ❞❡s s♦❧✐❞❡s ❡♥ ❝♦♥t❛❝t✱ ❡①♣r✐♠❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡

✽
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❋✐❣✉r❡ ✶✵ ✕ ●r❛♣❤❡ ❞❡s ❧✐❛✐s♦♥s ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✾✳

❋✐❣✉r❡ ✶✶ ✕ ●✉✐❞❛❣❡ ❛ss✉r❛♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ r♦t❛t✐♦♥✴tr❛♥s❧❛t✐♦♥✳ ▲❡ r❡♣èr❡ (x, y, z) ❡st
❧✐é ❛✉ ❜ât✐✳ ▲✬❡✛♦rt s✉r ❧❡s r♦✉❧❡♠❡♥ts ❡st ♥♦té F ❞❛♥s ❧❡ ❤❛✉t ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡✳ ❙♦✉r❝❡ ✿
❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳✉❤✐♥❣✳❝♦♠✴❡♥✴r♦❧❧✐♥❣✲r✐♥❣✲❞r✐✈❡✴

❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t
−−−−−−−→

V (A(1/0)) ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ β✱ R3 ❡t ω3✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ tr♦✉✈❡r ❛✈❛♥t❛❣❡✉① ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡
❧❡ ✈❡❝t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡ −→z5 = sin(β)−→x + cos(β)−→z ✳
❜✮ ❱ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ s✐❣♥❡ ❞❡ β ✐♥✈❡rs❡ ❧❡ s❡♥s ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ ❝❤❛r✐♦t✳

✸✶✳ ❏✉st✐✜❡r ❧✬❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t à ✉♥❡ ❧✐❛✐s♦♥ ❤é❧✐❝♦ï❞❛❧❡ à
♣❛s ré✈❡rs✐❜❧❡ ❡t ré❣❧❛❜❧❡✳ Pré❝✐s❡r ❧❡ ♣❛s p′ ❞❡ ❝❡tt❡ ❧✐❛✐s♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✳

✸✷✳ ❏✉st✐✜❡r s✉❝❝✐♥❝t❡♠❡♥t ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡ ❝❤♦✐① ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à
❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✐❛✐s♦♥ ❤é❧✐❝♦ï❞❛❧❡ ❞❡ t②♣❡ ✈✐s✲é❝r♦✉✳

✸✳✷ ❘é❣❧❛❣❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❞✐❛♠ètr❡ ❞✉ ✜❧

❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❛♥s t♦✉t ❝❡ q✉✐ s✉✐t q✉❡ ❧❛ ❜♦❜✐♥❡ ❡st à s♣✐r❡s ❥♦✐♥t✐✈❡s✳

✸✸✳ ❉♦♥♥❡r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ ❝❤❛r✐♦t ❞❡ tr❛♥❝❛♥❛❣❡✱ ♥♦té❡ v✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ω2 ❞✉ t❛♠❜♦✉r ❡t ❞✉ ♣❛s pf ❞❡ ❧✬❡♥r♦✉❧❡♠❡♥t ❞✉ ✜❧ ❞❡ ❜♦❜✐♥❡ ✭❞✐st❛♥❝❡
❡♥tr❡ ❧❡s ❝❡♥tr❡s ❞❡ ❞❡✉① s♣✐r❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s✮✳ ❊♥ ❞é❞✉✐r❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ p′ ❡t pf ✳

✾
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✸✹✳ ❉é❞✉✐r❡ ❞❡s q✉❡st✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ré❣❧❡r ❧✬❛♥❣❧❡ β ♣♦✉r ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ❜♦❜✐♥❡ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞✬✉♥ ✜❧ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ d✳

✸✺✳ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧✬❛♥❣❧❡ β ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ❜♦❜✐♥❡ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞✬✉♥ ✜❧ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ d = 0, 8♠♠✳
❖♥ ❞♦♥♥❡ R3 ❂ ✶✵ ♠♠✱ D1 = 64 ♠♠✱ D2 = 16 ♠♠✱ D3 = 80 ♠♠ ❡t D4 = 16 ♠♠✳

✸✻✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ ré❣❧❛❣❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❛♥❣❧❡ β ♥❡ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ q✉❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✐s❝rèt❡s✳ ◗✉❡❧❧❡s
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♣❡✉t✲♦♥ ❛♣♣♦rt❡r ❛✉ s②stè♠❡ ❡t✴♦✉ s✉r q✉❡❧s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♠é❝❛♥✐q✉❡s ♣❡✉t✲♦♥
❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❛❣✐r ❛✜♥ ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ tr❛♥❝❛♥♥❛❣❡ ❛✉ ❞✐❛♠ètr❡ ❞✉ ✜❧ ❄

✹ ❆ss❡r✈✐ss❡♠❡♥ts ❞✉ ❤❛✉t✲♣❛r❧❡✉r

✸✼✳ ◗✉❡❧s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❤②s✐q✉❡s✱ ✐❣♥♦rés ✐❝✐✱ ♣❡✉✈❡♥t✲✐❧s ❛❧tér❡r ❧❛ ✜❞é❧✐té ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞✉ ❤❛✉t✲
♣❛r❧❡✉r ♣❛r r❛♣♣♦rt à s♦♥ ❛❧✐♠❡♥t❛t✐♦♥ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❄
❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s à ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ♣❛r ❣❛✐♥ ✭s❛♥s ❝♦rr❡❝t❡✉r✮✱
s❛♥s ♥♦✉s ♣ré♦❝❝✉♣❡r ❞❡s t②♣❡s ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs q✉✐ ❧❡s ré❛❧✐s❡♥t✱ ♥✐ ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❝❤♦✐① ❡♥ ❢❛✈❡✉r
❞❡ t❡❧ ♦✉ t❡❧ t②♣❡✱ ♥✐ ❞✉ ❧✐❡♥ ♣ré❝✐s ❡♥tr❡ ❧❛ ❣r❛♥❞❡✉r ❞ét❡❝té❡ ♣❛r ❧❡s ❝❛♣t❡✉rs ❡t ❧✬ét❛t ✈✐❜r❛t♦✐r❡
❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡✳

✹✳✶ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡ ✿ ❈♦✉r❜❡ ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡

▲❛ ❣r❛♥❞❡✉r ♣r♦✈✐s♦✐r❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré❡ ✐❝✐ ❝♦♠♠❡ ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ r❡st✐t✉t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ s♦♥♦r❡
❡st ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ ♥♦té❡ a ❞♦♥t ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡st ♥♦té❡ A✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t

❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡
V

I
♦❜t❡♥✉❡ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✽✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❝❡❧❧❡ ZB ♦❜t❡♥✉❡ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✶✼✱

♦♥ tr♦✉✈❡ ✭❡t ❧✬♦♥ ❛❞♠❡ttr❛✮ q✉❡✱ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ s✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ♦✉✈❡rt❡ H̃A(s) = Ã/Ẽg ❡st

H̃A(s) =
H∞s2

s2 + 2ζ0ωms+ ω2
m

, ✭✼✮

❛✈❡❝ H∞ =
α

ReM
❡t ζ0 =

1

2Q

(
1 +

Rm

Re

)
✳

✸✽✳ ❉♦♥♥❡r ❧✬❛❧❧✉r❡ ❞❡ |H̃A(jω)| ♣♦✉r ζ0 =
1√
2
✳ P♦✉r ✉♥ ❤❛✉t✲♣❛r❧❡✉r✱ ❡st✲✐❧ ❛✈❛♥t❛❣❡✉① q✉❡ ❧❛

❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❣❛✐♥ s♦✐t ♣❧❛t❡ ♦✉ ♣✐q✉é❡ ❄

✹✳✷ ❆ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ✈✐t❡ss❡

❈♦♥❢♦r♠é♠❡♥t ❛✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡t ❛✉ s❝❤é♠❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ r❡♣rés❡♥tés ❋✐❣✉r❡ ✶✷✱ ✉♥ ❝❛♣t❡✉r ❡①t❡r♥❡
❞ét❡❝t❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❡t ré✐♥❥❡❝t❡ ❡♥ ❝♦♥tr❡✲ré❛❝t✐♦♥ à ❧✬❡♥tré❡ ❧❛ ❣r❛♥❞❡✉r é❧❡❝tr✐q✉❡
r❡♣rés❡♥t❛♥t ❝❡tt❡ ✈✐t❡ss❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ K1 ✭❡♥ ❱✳s✳♠−1✮ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❣❛✐♥ ❡♥ ❝♦♥tr❡✲ré❛❝t✐♦♥✳

✸✾✳ ❊①♣r✐♠❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt H̃A1(s) = Ã/Ẽg ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

H̃A1 =
H1s

2

s2 + 2ζ1ω1s+ ω2
1

. ✭✽✮

✹✵✳ ❈♦♠♣❛r❡r H1✱ ζ1 ❡t ω1 r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ❣r❛♥❞❡✉rs H∞✱ ζ0 ❡t ωm ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✼✮✳ ❊♥
❞é❞✉✐r❡ ❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❛♣♣♦rté❡s ♣❛r ❝❡t ❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡♥
❜♦✉❝❧❡ ♦✉✈❡rt❡✱ t❛♥t ♣♦✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ré♣♦♥s❡ tr❛♥s✐t♦✐r❡ à
✉♥ é❝❤❡❧♦♥✳

✶✵
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❋✐❣✉r❡ ✶✷ ✕ Pr✐♥❝✐♣❡ ❡t s❝❤é♠❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❧✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ❡♥ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ❤❛✉t✲♣❛r❧❡✉r✳

✹✶✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✷ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ s❡ ❞é❞✉✐t ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s
❞✬✉♥ ✜❧tr❡ ❞ér✐✈❛t❡✉r✳ ❈❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✈♦✉s s❡♠❜❧❡✲t✲❡❧❧❡ ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t ❛✈❛♥t❛❣❡✉s❡ ❄

✹✳✸ ❆ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ❞✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥

❖♥ ré❛❧✐s❡ à ♣rés❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr❡✲ré❛❝t✐♦♥ ❡♥ ❞ét❡❝t❛♥t ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♥♦t❡ K2 ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❣❛✐♥
❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❡♥ ❝♦♥tr❡✲ré❛❝t✐♦♥✳

✹✷✳ ❘❡♣rés❡♥t❡r ❧❡ s❝❤é♠❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❞✉ s②stè♠❡✳ ❊♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt H̃A2 ❡♥
❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

H̃A2 =
H2s

2

s2 + 2ζ2ω2s+ ω2

2

.

✹✸✳ ❈♦♠♣❛r❡r H2✱ ζ2 ❡t ω2 ❛✉① ❣r❛♥❞❡✉rs H∞✱ ζ0 ❡t ωm ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✼✮✳ ❊♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡s ♠♦❞✐✲
✜❝❛t✐♦♥s ❛♣♣♦rté❡s ♣❛r ❝❡t ❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ♦✉✈❡rt❡✱
t❛♥t ♣♦✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ré♣♦♥s❡ tr❛♥s✐t♦✐r❡ à ✉♥ é❝❤❡❧♦♥✳

✹✳✹ ❆ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ♠✐①t❡ ♣❛r ♠❛tér✐❛✉① ❛❝t✐❢s

■❧ ❡st ❛✈❛♥t❛❣❡✉①✱ ♣♦✉r ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡✱ s❛♥s ♠♦❞✐✜❡r ❧✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t✱ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r
❧❡s ❞❡✉① s②stè♠❡s ❞✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ❞❡s ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳ P♦✉r ❝❡ ❜✉t✱ ✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ❛❝t✐❢ ❡st
❝♦❧❧é s✉r ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❞✉ ❤❛✉t✲♣❛r❧❡✉r✳

❋✐❣✉r❡ ✶✸ ✕ ▼❡♠❜r❛♥❡ ❞❡ ❤❛✉t✲♣❛r❧❡✉r r❡❝♦✉✈❡rt❡ ❞✬✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ❛❝t✐❢✳

❈❡ ♠❛tér✐❛✉ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✸✮ ❞é❧✐✈r❡✱ ❛♣rès tr❛✐t❡♠❡♥ts é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ❛♣♣r♦♣r✐és✱ ❞❡✉① t❡♥s✐♦♥s ❡♥
s♦rt✐❡ ✿ uv = K1V ❡t ua = K2A✱ ♦ù ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts K s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❡✣❝❛❝✐tés ❡♥ ✈✐t❡ss❡
❡t ❡♥ ♣r❡ss✐♦♥✳ ❖♥ ré❛❧✐s❡ ❧❛ ❝♦♥tr❡✲ré❛❝t✐♦♥ ♠✐①t❡ ❡♥ ✐♥❥❡❝t❛♥t ❧❛ t❡♥s✐♦♥ u = uv + ua à ❧✬❡♥tré❡ ❞✉
❤❛✉t✲♣❛r❧❡✉r✳

✹✹✳ ◗✉❡❧ ❡st ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥ ❝❛♣t❡✉r ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ ♣❧✉tôt
q✉✬à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✜♥✐❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❄

✹✺✳ ❘❡♣rés❡♥t❡r ❧❡ s❝❤é♠❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❞✉ s②stè♠❡✳

✶✶
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✹✻✳ ❯♥ ❝❛❧❝✉❧ st❛♥❞❛r❞ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt H̃A3 ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡
❡♥tr❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ A ❡t ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❞✬❡♥tré❡ Eg ❡st

H̃A3 =
Ã

Ẽg

=
H3s

2

s2 + 2ζ3ω3s+ ω2

3

, ✭✾✮

❛✈❡❝

H3 =
H∞

1 +K2H∞

, ω2

3 =
ω2
m

1 +K2H∞

❡t ζ3ω3 =
ζ0ωm +

1

2
K1H∞

1 +K2H∞

. ✭✶✵✮

❈♦♠♣❛r❡r ❧❡ ❣❛✐♥✱ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡ ❡t ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ q✉❛❧✐té ♦❜t❡♥✉s ✐❝✐ ❛✈❡❝ ❧❡s
❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ♦✉✈❡rt❡✳

✹✼✳ K2 ét❛♥t ❞♦♥♥é✱ ❝♦♠♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥❡r K1 ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ q✉❛❧✐té r❡st❡ ✐♥❝❤❛♥❣é ❞✉
❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❡✲ré❛❝t✐♦♥ ❄

✹✽✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ♦✉✈❡rt❡ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r H∞, ωm ❡t ζ0✳ ❊st✲✐❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛❥✉st❡r
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♣♦✉✈♦✐r ♦❜t❡♥✐r✱ ♣♦✉r ✉♥ ❜✉t ❞♦♥♥é✱
t♦✉t ❥❡✉(Hi, ωi, ζi) ❄
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∗
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