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ECOLE POLYTECHNIQUE

CONCOURS D’ADMISSION 2012 FILIERE M P

COMPOSITION DE MATHEMATIQUES - B - (X)

(Durée : 4 heures)
L’utilisation des calculatrices n’est pas autorisée pour cette épreuve.
* *

Valeurs d’adhérence de séries entiéres sur le cercle de convergence

La notation ¢ étant réservée (c’est un nombre complexe dont le carré est —1) les candidats
éviteront de l'utiliser & d’autres fins, par exemple comme indice de suite, de sommation ou de
produit.

Premiére partie : convergence au sens de Césaro

Soit (ay)n>0 une suite de nombres complexes. On dit qu’elle est C-convergente si la suite
(My)n>o définie par

ag+ay+---+ap

Yn>=0, m,= )
n

est convergente et on appelle alors C-limite de (ay,)n>0 la limite de la suite (my)n>o0-

1. Montrer que toute suite convergente est C-convergente et donner un exemple de suite
C-convergente mais non convergente.

a
2. Montrer que si la suite (a,)n>0 est C-convergente, alors lim —- = 0.
n—oo n,

3. Montrer que pour tout « €10, 1], la suite de terme général a,, = (—1)"n® est C-convergente.

Si (bn)n>0 est une suite de nombre complexes, on dit que la série an est C-convergente si
la suite des sommes partielles de la série est C-convergente et la C-limite de la suite des sommes
partielles sera appelée C-limite de la série.

Soit Z ¢p 2" une série entiére de rayon de convergence R > 0. On note pour tout n > 0,

So(z) +S1(z) + -+ + Su(2)
n+1 '

Sp(z) = Z c 2, on(z) =
k=0
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4. Soit zp un nombre complexe tel que la série Zc" 2y soit C-convergente. Montrer que
‘Zo‘ < R.

Si zp € C est tel que ch 2y est C-convergente, on note o(zp) sa C-limite. On note F
I’ensemble des nombres complexes de module R pour lesquels la série est C-convergente.

5. Pour chacune des séries entiéres ch 2" suivantes, déterminer le rayon de convergence,
I'ensemble F et la valeur de o(z) pour tout z € F.

5a. Vn e N, ¢, = 1.
5b.Vn €N, cop =, copr1=a+p, a,pfeC, B#0, 2a+p#0.
5¢. Vn € N, ¢, = 1 + 2™, «a€]0,1[, A e€R.

Deuxiéme partie : un théoréme de Kronecker

On rappelle que des nombres réels zi,... ,x,, sont linéairement indépendants sur Q s’ils
forment un systéme libre de R considéré comme Q-espace vectoriel.

Soit Cy(R, C) le C-espace vectoriel des fonctions continues bornées de R dans C. Il est muni
de la norme définie pour toute fonction f € Cp(R, C) par

1£lloc = sup [ f(2)] .
zeR

Si A € R, on désigne par ey € Cy(R,C) la fonction définie par ey(t) = €. Soit £ le
sous-espace de Cp(R, C) engendré par les fonctions ey, A € R.

1 [/, -
6a. Montrer que pour tout f € &£, la fonction z +— % f(t) dt admet une limite lorsque x
T J—g

tend vers +o0o qu'on note M(f). Vérifier que f +— M(f) est une forme linéaire continue sur &.

6b. Montrer que (e))xer est une base de € et que pour tout f € £, M(f) est la coordonnée
de f suivant ey dans la base des (e))xeRr-

6¢c. Montrer que si f,g € £ alors il en est de méme de fg. Dans le cas o g est a valeurs
réelles positives, établir que |M(fg)| < ||f]looM (g)-

N .
7. On pose pour tout entier N > 0, Ky = Z (1 - L) €j.

N
7a. Montrer que Ky (¢ Z

7b. Montrer que pour tout ¢ € R\ 27Z,

2
N+1, N+1
1 sin t
sm( E e(F - ) puis que Ky (t) = < ( )>

sm( N+1 s1n(%)
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Dans la suite de cette partie, on fixe un entier n > 1, des nombres réels Aj,... , Ay, Apt1
linéairement indépendants sur Q, des nombres réels positifs 7o, ... ,7,+1 et des nombres réels
[ PR e

n+1 )
Pour j =1,...,n+1, on pose aj = ;€' et pour tout x € R, f(z) =19 + Z aj N,
i=1
n+1
8. Pour tout entier N > 0, on pose gy (z) = H Kn(Apz + ap).
p=1

8a. Ecrire gy comme combinaison linéaire de fonctions ey avec A de la forme
A=k +"'+kn+1)\n+l7 k; € {—N,... ,N} .
En déduire que M (gy) = 1.

n+1
8b. Montr M = —_—
ontrer que M(fgn) TO+N+1;TJ

n+1
8c. En déduire que ||f]]o0 = Z r;, (on pourra utiliser 6¢).
=0
9. Soient ug, ... ,un des nombres complexes de module 1 et € un réel strictement positif. On

suppose que |u1+- - -+um| > m—e. Montrer que si k # j on a |up+uj| > 2—¢ et |up—u;| < 2v/E.

Dans la suite on suppose de plus que A,41 = 27, 7; = 1 pour tout j € {1,... ,n + 1} et

n
an+1 =0, de sorte que f(z) =1+ Z ¢ N 4 12T
i=1

10a. Montrer qu’il existe une suite de nombres réels (2, )men telle que liI}rl |f(xm)| = n+2.
m——+00

10b. Montrer qu’une telle suite (z,,)meN vérifie pour tout j € {1,... ,n},
lim eM®m = ¢~ lim %™ @m =1 .
m—+o0 7 mstoo

10c. Posons x,, = Ny, + Ypm, avec yp, € [f%, %[ et Ny, € Z. Montrer que lir£ Ym = 0, puis
m—-1+00

que pour tout j € {1,...,n},ona lim eMNm =7
m——+00
11. Dans cette question, on considére le cas particulier ot o;j = 7, pour tout j € {1,... ,n},

n
de sorte que f(x) =1— Z eNT 1T
j=1

11a. Montrer que sur tout intervalle fermé borné I de R, sup|f(x)| <n + 2.
zel

11b. En déduire l'existence d’une suite (N}, )men d’entiers relatifs telle que 11111 N}, = +c0
m——+0o0

Téléchargé gratuitement sur www.Doc-Solus.fr.


http://www.doc-solus.fr/

X Maths B MP 2012 — Enoncé 4/4

A; NV

. . ; N/
m = —1. Que peut-on dire des suites (622)‘31\7

et pour tout j € {1,... ,n}, mlim ¢! ") meN 7

—+00

12. Déduire de ce qui précéde le théoréme suivant.

Théoréme de Kronecker. Soient \q,..., A, des réels tels que Aq,... , \,, 7 sont linéaire-
ment indépendants sur Q. Soient aj, ... , a, des réels. Alors il existe une suite (N, )men d’entiers

naturels tels que lim N, = +00 et pour tout j € {1,... ,n}, lim eMiNm — gic
m——+oo m——4o00

Troisiéme partie : valeurs d’adhérence aux points de C-convergence

On rappelle que ¢ est une valeur d’adhérence de la suite (uy,)nen 8'il existe une application
strictement croissante ¢ : N — N telle que ¢ = 111}3 Ug(n)-
n—-—+00

Les valeurs d’adhérence d’une série sont celles de la suite de ses sommes partielles. Si Z 2"
est une série entiére et zyg € C, on note L(z9) l'ensemble des valeurs d’adhérence de la sé-
rie chzg Dans cette partie, on étudie I'ensemble L(zg), 20 € F, pour les exemples de la
question 5. Les notations F, o(z) sont celles de la premiére partie.

. x x
13a. On reprend l'exemple 5a. Déterminer L£(e**), lorsque — € Q. Lorsque — ¢ Q, montrer
T T

que L(e*) est un cercle de centre o(e?) dont on déterminera le rayon.

13b. On reprend I'exemple 5b. On suppose que z ¢Q,a#0et g ¢ R. Montrer que £(e'®)
T

est réunion de deux cercles de centre o(e") dont on déterminera les rayons.

13c. On reprend l’exemple 5¢. On suppose que les nombres x, A, 7 sont linéairement indé-
pendants sur Q. Montrer que pour « > 0 suffisamment petit,

L(e™) ={¢ € C; [( = a(e)] € [r,72]}

pour des réels 0 < r; < ro que 'on déterminera.
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