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ECOLE POLYTECHNIQUE — ECOLES NORMALES SUPERIEURES

ECOLE SUPERIEURE DE PHYSIQUE ET DE CHIMIE INDUSTRIELLES

CONCOURS D’ADMISSION 2011 FILIERE PC

COMPOSITION DE MATHEMATIQUES - (XEULC)

(Durée : 4 heures)
L’utilisation des calculatrices n’est pas autorisée pour cette épreuve.
* x

Matrices infiniment divisibles

Notations :

On désigne par R le corps des nombres réels et par Ry ’ensemble des réels positifs ou nuls.
Soit n un entier > 1. On désigne par M, (R) l'espace vectoriel réel des matrices carrées a n
lignes et n colonnes. Si M € M, (R), on note det(M) son déterminant. On désigne par SM,(R)
le sous-espace vectoriel de M,,(R) des matrices symétriques. On note I,, € M, (R) la matrice
identité. On identifie R™ et I’espace des matrices a n lignes et 1 colonne.

Premiére partie : la fonction I’

la. Montrer que pour réel s > 0, la fonction x +— e %2~ est intégrable sur [0, +oo[. On

+oo
pose alors I'(s) = / e a5 Ldg
0

1b. Calculer I'(m) pour m entier strictement positif.

lc. Montrer que I' est continue sur ]0, +o00].

z\™ )
2a. Montrer que pour tout entier strictement positif m et pour z € [0,m ], (1 — —) <e ™.
m

T m
Montrer que lim (1 — —) =e "
m——4o0 m
m!m?

s+1)---(s+m)
tout entier m. (On pourra procéder par intégrations par parties successives).

m e
2b. Montrer que / (1- i)mxsfldz = ( , pour tout réel s > 0 et pour
0 m S

m!m?

2c. Montrer que pour tout réel s > 0, I'(s) = liIE Grl) (sxm)
m—+oo $(s o (s+m
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Deuxiéme partie : matrices positives et produit de Hadamard

Soit A = (a;j) € Myp(R). On dit que A est positive si A est symétrique et

VX ='(z1,-- @) €R", (X,AX) ='XAX = ) ayzx; 20

1<i,j<n

ou (.,.) désigne le produit scalaire euclidien standard sur R".

3. Soit A — (“ b

b d) € SM;y(R). Montrer que A est positive si et seulement si a > 0,d > 0,
det(A) > 0.

4. Soit A = (a;;) € SMy(R). Montrer que A est positive si et seulement si ses valeurs propres
sont des réels positifs ou nuls.

5. Soit A = (a;;) € SM,(R) une matrice positive, et Ay,---, A, des réels. Montrer que,
posant b;; = A\jAjai;, la matrice B = (bs;) est positive.

6. Soit H un espace vectoriel préhilbertien réel, pour lequel le produit scalaire de deux
éléments x,y € H est noté (z,y). Soient uy,--- ,u, € H. On pose a;; = (u;, u;). Montrer que la
matrice A = (a;;) est positive.

Soient A = (a;;), B = (bi;) € Myp(R). Leur produit de Hadamard est la matrice C' = (¢;;) €
Mp(R) donné par : ¢;j = a;;b;;. On désignera cette opération par le signe x : C' = A B.

7. Montrer que si A € SM,,(R) est une matrice positive et si B est une matrice diagonale a
coefficients diagonaux positifs ou nuls, alors A * B est une matrice positive.

8a. Montrer que si A € SM,,(R) est une matrice positive, elle peut s’écrire comme somme
de matrices de la forme Y'Y =%(yy, -+ ,yn)(y1, -+ ,yn), o0 Y =*(y1,--+ ,y,) € R™. On pourra
commencer par le cas ot A est diagonale.

8b. Montrer que si A, B € SM,,(R) sont des matrices positives, alors A * B est une matrice
positive.

Troisiéme partie : matrices infiniment divisibles

On considére maintenant des matrices A = (a;5) € SM,(R) dont les coefficients sont des
réels positifs ou nuls. Il résulte de la question 8b. que si A est positive, alors pour tout entier
7 > 0, la matrice A" = (aj;) est positive. On dit qu'une matrice symétrique A a coefficients a;;
positifs ou nuls est infiniment divisible si pour tout réel r > 0, la matrice (a:]) est positive. On
désignera encore, lorsque r est un réel strictement positif, par A*" la matrice (afj).

9a. Soit A € M3(R) une matrice symétrique positive a coefficients positifs ou nuls. Montrer
qu’elle est infiniment divisible.
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. Montrer que A est positive. Déterminer les valeurs de r > 0 pour

=)

11
9b. Soit A= 1 2
01

lesquelles A*" est positive.

10. Montrer que si A = (a;;) est infiniment divisible et si Ay, - - , A, sont des réels strictement
positifs, alors posant b;; = A\jAjaij, la matrice B = (b;;) est infiniment divisible.

11. Soit A une matrice symétrique & coefficients positifs ou nuls. Montrer que si pour tout
1
entier m > 1, A*m est positive, alors A est infiniment divisible.

12. Soient Ai,..., A, des réels strictement positifs. On forme la matrice C' = (¢;;) avec
1

BTN TN

et on se propose de montrer qu’elle est infiniment divisible.

Soit H D'espace vectoriel des fonctions continues sur R4 a valeurs réelles, dont le carré est
—+o0
intégrable. On munit H du produit scalaire : pour f,g € H,(f,g) = / f(t)g(t)dt. On pose,
0

pour tout t > 0, u;(t) = e~

12a. Calculer (u;,u;) et en déduire que C est positive.

1 1 +00
12b. Montrer que pour r >0 et a > 0, — = / e tegr=1qg.
o T(r) Jo

12c¢. Soit, pour r > 0,H, l'ensemble des fonctions continues u sur R4 a valeurs réelles
telles que la fonction ¢ — u(t)?t"~! est intégrable sur R.. On admet que c’est un espace vectoriel.
—+o0
Montrer que si on pose, pour u,v € H,, {(u,v) = / w(t)v(t)t""Ldt, on munit H, d’un produit
Jo

scalaire.

12d. Montrer que C est infiniment divisible.

13. Soient Ay,---, A, des réels strictement positifs. Pour 1 < ¢, < n on pose k;; =
F\+X2+1)
T\ + DI +1)

divisible.

On se propose de montrer que la matrice K = (k;;) est infiniment

L "ﬁl (Ai+p)(A +p)
' A

13a. Montrer que k;; = lim it +p)
m i j TP

p=1

(Ai +p)(Aj +p)

13b. Montrer que pour tout entier p > 1, la matrice
que p p=1, (()\i+>\j+p)

) est infiniment
1<i,5<n

divisible. Conclure.
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Quatriéme partie : matrices conditionnellement positives

On dit qu’une matrice A = (a;;) de M,,(R) est conditionnellement positive si elle est symé-

n
trique et si pour tout X =t(x1,--- ,2,) € R" tel que > 2; =0, on a
=1

tXAX = Z A i 5 2 0.

1<i,j<n
14. Soient Aq,- -+, A, des réels strictements positifs. Posons a;; = —In(A; + A;). Montrer que
n
A = (a;;) est conditionnellement positive. (Pour X = *(z1,--- ,z,) € R" tel que Y. 2; = 0, on
=1

pourra introduire la fonction définie sur R par :

fry= > mu (ﬁ)

1<i,j<n

et utiliser les résultats de la question 12.).

15. Notons J la matrice de M, (R) dont tous les coeflicients sont égaux a 1. Soit B €
SM,,(R). Considérons les deux conditions suivantes :

(i) B est conditionnellement positive.

(ii) Ve > 0,3\ > 0 tel que la matrice B + € I,, + AJ est positive.
Montrer que (ii) implique (1).

On admettra dans la suite que ces deux conditions sont en fait équivalentes.

16a. On suppose que A = (a;;) est infiniment divisible et que tous les coefficients de A sont
strictement positifs. Montrer que la matrice (Ina;;) est conditionnellement positive.

16b. Réciproquement, supposons que la matrice B = (b;;) est conditionnellement positive.
En considérant pour tout € > 0 une matrice C' = (¢;;) = B + €I, + AJ comme au 15., montrer
que pour tout r > 0, la matrice (exp(rc;j)) est positive. En déduire que la matrice (exp(rbs;))
est positive.

. . |y 2 . .
17a. Soient z1,- - , 2, des nombres complexes. Montrer que la matrice (e lzi =21 ) est infini-
ment divisible.

17b. Soient z1,- - - , 2, des nombres complexes. Montrer que pour tout ¢ > 0, la matrice de co-
1 Too 1 |z — 24

efficients —————— est positive, puis que la matrice de coefficients — / t2 “7J|2dt
t+ |z — 2] 0 t+lz— 2z

est conditionnellement positive.

17c. Montrer que la matrice (e~1#72%!) est infiniment divisible.
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