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Pr♦❜❧è♠❡

❆✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡

❉❛♥s t♦✉t ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♦♥ ♥♦t❡ ✿

✕ F(■❘+, ■❘) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ■❘+ ❞❛♥s ■❘ ❀

✕ E ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f : ■❘+
→ ■❘✱ ❝♦♥t✐♥✉❡s✱ t❡❧❧❡s q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t x > 0 ré❡❧✱ ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥ t 7→ f(t)❡−xt s♦✐t ✐♥té❣r❛❜❧❡ s✉r ■❘+ ❀

✕ F ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡t ❜♦r♥é❡s s✉r ■❘+✳

P♦✉r t♦✉t f ❞❛♥s E✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞❡ f ❡t ♦♥ ♥♦t❡ L(f) ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r t♦✉t x > 0 ré❡❧ ♣❛r ✿

L(f)(x) =

∫
+∞

0

f(t)❡−xt ❞t .

✶✳ ◗✉❡st✐♦♥ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡

❙♦✐❡♥t a ∈ ■❘ ❡t f : [a,+∞[→ ■❘ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✳ P♦✉r t♦✉t x ❞❛♥s

[a,+∞[✱ ♦♥ ♣♦s❡ ✿

F (x) =

∫
x

a

f(t) ❞t.

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✭✐✮ f ❡st ✐♥té❣r❛❜❧❡ s✉r [a,+∞[ ❀

✭✐✐✮ F ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ ✜♥✐❡ ❡♥ +∞✳

❉♦♥♥❡r✱ s❛♥s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✱ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡♥tr❡ ✭✐✮ ❡t ✭✐✐✮ ❧♦rsq✉❡ ✿

✭❛✮ f ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ s✉r [a,+∞[ ❀

✭❜✮ f ♥✬❡st ♣❛s ♣♦s✐t✐✈❡ s✉r [a,+∞[✳

P❛rt✐❡ ■ ✿ ❊①❡♠♣❧❡s ❡t ♣r♦♣r✐étés

✷✳ ✭❛✮ ❉é♠♦♥tr❡r q✉❡ E ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ F(■❘+, ■❘)✳

✭❜✮ ❉é♠♦♥tr❡r q✉❡ F ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ E✳

✭❝✮ ❏✉st✐✜❡r q✉❡ L ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ E ❞❛♥s F(■❘+

∗
, ■❘)✱ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡s

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ]0,+∞[ ❞❛♥s ■❘✳

✸✳ ✭❛✮ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ U : ■❘+
→ ■❘ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r U(t) = 1✳ ❉ét❡r♠✐♥❡r L(U)✳

✭❜✮ ❙♦✐t λ > 0 ré❡❧✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ hλ : [0,+∞[→ ■❘ ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r t♦✉t t > 0 ré❡❧

♣❛r ✿

hλ(t) = ❡−λt

❉é♠♦♥tr❡r q✉❡ hλ ❡st ❞❛♥s E ❡t ❞ét❡r♠✐♥❡r L(hλ)✳

✷✴✹
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✹✳ ❙♦✐❡♥t f ❞❛♥s E ❡t n ❞❛♥s ■◆✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ gn : t 7→ tnf(t) ❞❡ [0,+∞[ ❞❛♥s ■❘✳

P♦✉r x > 0✱ ❥✉st✐✜❡r ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ A > 0 t❡❧ q✉❡ tn❡−xt 6 ❡−
xt

2 ♣♦✉r t♦✉t t > A✳

❊♥ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ gn ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ E✳

✺✳ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥❡ ❞ér✐✈é❡

❙♦✐t f ❞❛♥s E ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1✱ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡t ❜♦r♥é❡ s✉r [0,+∞[✳ ❉é♠♦♥tr❡r q✉❡ f ′ ❡st ❡♥❝♦r❡

❞❛♥s E ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ✿

∀x ∈]0,+∞[, L(f ′)(x) = xL(f)(x)− f(0) .

✻✳ ❘é❣✉❧❛r✐té ❞✬✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡

✭❛✮ ❉é♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t f ❞❛♥s E✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ L(f) ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s✉r ]0,+∞[ ❡t

q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ L(f)′ = −L(g1) ♦ù g1 ❛ été ❞é✜♥✐❡ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✹✳

✭❜✮ ❉é♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t f ❞❛♥s E✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ L(f) ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C∞ s✉r ]0,+∞[ ❡t

♣♦✉r x > 0 ❡t n ∈ ■◆✱ ❞ét❡r♠✐♥❡r L(f)(n)(x) à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✳

P❛rt✐❡ ■■ ✿ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡

▲❛♣❧❛❝❡

❉❛♥s t♦✉t❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ f ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ E✳

✼✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ q✉❡ f ❡st ❞❛♥s F ✳

✭❛✮ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ +∞ ❞❡ L(f)✳

✭❜✮ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡

❖♥ s✉♣♣♦s❡✱ ❞❡ ♣❧✉s✱ q✉❡ f ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 ❡t ❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r ■❘+✱ ❛✈❡❝ f ′ ❜♦r♥é❡ s✉r

■❘+✳

❉é♠♦♥tr❡r q✉❡ lim
x→+∞

xL(f)(x) = f(0)✳

✽✳ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✜♥❛❧❡

❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ q✉❡ lim
t→+∞

f(t) = ℓ ♦ù ℓ ❡st ✉♥ ré❡❧✳ ❙♦✐t (an)n∈■◆ ✉♥❡ s✉✐t❡

❞❡ ré❡❧s str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs 0✳

✭❛✮ ❉é♠♦♥tr❡r q✉❡ f ❛♣♣❛rt✐❡♥t à F ✳

✭❜✮ ❙♦✐t n ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧✳ ❉é♠♦♥tr❡r q✉❡ anL(f)(an) =

∫ +∞

0

hn(x) ❞x ♦ù hn ❡st ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r [0,+∞[ ♣❛r hn(x) = ❡−xf

(

x

an

)

✳

✭❝✮ ❊♥ ❞é❞✉✐r❡✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦♠✐♥é❡✱ q✉❡ lim
n→+∞

anL(f)(an) = ℓ✳

✭❞✮ ▲♦rsq✉❡ ℓ 6= 0✱ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡ L(f)(x) ❡♥ 0✳

✾✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ f ❡st ✐♥té❣r❛❜❧❡ s✉r ■❘+ ❡t ♦♥ ♣♦s❡ R(x) =

∫ +∞

x

f(t)❞t

♣♦✉r t♦✉t x ❞❛♥s [0,+∞[✳

✸✴✹
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✭❛✮ ❉é♠♦♥tr❡r q✉❡ R ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s✉r [0,+∞[ ❡t ❞ét❡r♠✐♥❡r R′✳

❊♥ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t x > 0 ré❡❧✱ ♦♥ ❛ ✿ L(f)(x) = R(0)− xL(R)(x)✳

✭❜✮ ❖♥ ✜①❡ ε > 0✳

❏✉st✐✜❡r ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ A ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t t > A✱ ♦♥ ❛✐t |R(t)| 6 ε✳

❊♥ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t x > 0✱ ♦♥ ❛ ✿

|L(f)(x)−R(0)| 6 x

∫

A

0

|R(t)| ❞t+ ε

✭❝✮ ❉é♠♦♥tr❡r q✉❡ L(f) s❡ ♣r♦❧♦♥❣❡ ♣❛r ❝♦♥t✐♥✉✐té ❡♥ 0 ✭♦♥ ♣ré❝✐s❡r❛ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡♥ 0 ❞❡ ❝❡

♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t✮✳

P❛rt✐❡ ■■■ ✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

✶✵✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t

■❝✐ f ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r f(0) = 1 ❡t f(t) =
sin t

t
♣♦✉r t > 0 ré❡❧✳

✭❛✮ ❉é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ F : ■❘+ → ■❘ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r F (x) =

∫

x

0

f(t) ❞t ❛❞♠❡t ✉♥❡

❧✐♠✐t❡ ré❡❧❧❡ ℓ ❡♥ +∞✳

✭❜✮ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ sér✐❡
∑

n>0

un ♦ù un =

∫ (n+1)π

nπ

|f(t)| ❞t✱ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ f ♥✬❡st ♣❛s

✐♥té❣r❛❜❧❡ s✉r ■❘+✳

✭❝✮ ❙♦✐t x > 0✳ ❉é♠♦♥tr❡r✱ ❡♥ ❞ét❛✐❧❧❛♥t ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s✱ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t X > 0 ♦♥ ❛ ✿

∫

X

0

(sin t) ❡−xt ❞t = −
1

1 + x2

(

❡−xX(x sinX + cosX)− 1
)

.

❉é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ t 7→ (sin t) ❡−xt ❡st ✐♥té❣r❛❜❧❡ s✉r ■❘+✳

❉ét❡r♠✐♥❡r ❛❧♦rs

∫ +∞

0

(sin t) ❡−xt ❞t✳

✭❞✮ ❉ét❡r♠✐♥❡r✱ ♣♦✉r x > 0✱ ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞❡ L(f)(x) ❡t ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ℓ✳

P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✭❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ét❛♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡

à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✾✮ ✿

▲♦rsq✉❡ f ❞❛♥s E ✈ér✐✜❡ lim
x→+∞

∫

x

0

f(t) ❞t = ℓ ∈ ■❘✱ ❛❧♦rs lim
x→0

L(f)(x) = ℓ✳

❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✾✱ ♦♥ ❛ r❡♠♣❧❛❝é ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ f ✐♥té❣r❛❜❧❡ s✉r

■❘+ ♣❛r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ lim
x→+∞

∫

x

0

f(t) ❞t = ℓ ∈ ■❘✳

❋✐♥ ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é

✹✴✹
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