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CONCOURS COMMUNS POLYTECHNIQUES

EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE PC

MATHEMATIQUES 2

Durée : 4 heures

Les calculatrices sont interdites

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, la précision et a la conci-
sion de la rédaction ; si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur
d’énoncé, il le signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons
des initiatives qu’il a été amené a prendre.

Dans tout ce probléme, on note F' la fonction sur IR X C & valeurs dans € définie par :

2
V(IB,Z)EIRX(D, F(x,z):exp (-Zl‘—%),

et f la fonction sur IR & valeurs dans IR définie par :

2
Vz € R, f(z) = F(z,0) = exp (—%) .
PARTIE I

I.1. Soit z €€ un nombre complexe fixé, quelconque.

I.1.1. Ecrire les développements en série entiere de la variable réelle  des fonctions
T +— exp(—zx) et  — exp (——5) On précisera les rayons de convergence des séries entieres

obtenues.

I.1.2. A laide d’un produit de Cauchy, montrer que ’on peut écrire, pour tout z € IR :

+o00
F(z,2) = ZAn(z)x" ,
n=0
ou A, est une fonction polynomiale de degré n.
Pour tout n € IN on définit la fonction polynomiale H,, par H, = (—1)"n!A,.
Donner les expressions de Ho(z) et de Hi(z) en fonction de z.

1.1.3. Calculer la dérivée de la fonction z — F(z, z) & l’aide de F.
En déduire que pour tout n € IN et tout z €C on a Hpy2(2) = 2Hny1(2) — (n + 1)Hn(2).
Donner les expressions de Hy(z), H3(z) et Hy(z) en fonction de z.
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I.2.
I.2.1. Montrer que pour tout € R on a f’(z) + zf'(z) + f(z) = 0.
+2 dn+1f dnf
En déduire que pour tout n € IN et tout © € IR on a Zi—z"_*‘?(x) + T () + (n+ 1)w(z) =0.

—1)" /dr
1.2.2. Pour tout n € IN on pose K, = (=1 < f).
f dz™

Montrer que pour tout n € IN et tout z € IR on a K,42(z) — 2Knt1(z) + (n+ 1)Ky (z) = 0.
Exprimer Koy(z) et K;(z) pour tout z € IR. En déduire que H,, = K,, pour tout n € IN.

1.3.
I.3.1. Montrer que pour tout n € IN et tout z € R on a H},,,(z) = (n + 1)Hy(z).
1.3.2. En déduire que pour tout n € IN et tout z € R on a H}.(z) — zH,(z) + nH,(z) = 0.

1.4. Pour tout n € IN on définit la fonction ¢, de la variable réelle  par :

VieR,  ¢u(a) = (=1)"Hy(z)exp (_%2> .

2
T
Montrer que pour tout z € IR on a ¢, (z) — Zcpn(x) = A\nn(z), ol A, est un nombre réel que

I’on déterminera.

1.5. Pour tout couple (p, g) € IN? on pose :

+00 +oo
lpg=1gp = /_ @p(a)pg(w)dz = (—1)P* Hy(z)Hy(z)f(z)dz.

fe o} —00
1.5.1. Montrer que l'intégrale I, , est bien définie pour tout couple (p, q) € N2,
+00
On admettra désormais que I = / f(z)dz = V2r.
—00
1.5.2. Soit (p,q) € IN? un couple de nombres entiers. A l'aide d’une intégration par parties

diment justifiée, montrer que Ip11,941 = P+ 1)L = (¢ + 1) Ipq.
En déduire la valeur de I, , pour tout couple (p,q) € IN2. On distinguera les cas ¢ # p et ¢ = p.

PARTIE II

Soit f la fonction de la variable réelle v définie par :

R +00 +00 t2
fv) = / F(t,2imv)dt = / exp (—2i7r1/t - 5) dt.

(o) —00
II.1. Montrer que f est définie et continue sur IR.
I1.2. Montrer que f est de classe C! sur IR.

1I1.3.

I1.3.1. Montrer que f'(v) = —4n2v f(v) pour tout v € IR.
On pourra par exemple, entre autres méthodes, utiliser I’égalité —t = 2imv + (—2imv —t).

Téléchargé gratuitement sur www.Doc-Solus.fr.


http://www.doc-solus.fr/

CCP Maths 2 PC 2009 — Enoncé 3/3

I1.3.2. Calculer f(0). En déduire 'expression de f(v) en fonction de v.

PARTIE II1

On considére la série de fonctions de terme général u,, défini par :

U = f et Vn € IN*,Vz € R, u,(z) = f(z — 2n7) + f(x + 2nm).

n
Pour tout n € IN, soit U, la fonction définie par U, = Zuk,
k=0

n
On remarquera que pour tout z € IR on a U, (z) = Z f(z — 2km).
k=—n

II1.1. Soit A un nombre réel strictement positif.

IIT.1.1. Soit n € IN tel que n > —4 Etudier les variations sur le segment [—A, +A] des

I
fonctions z — f(z — 2n7) et z — f(z + 2n7).

(2nr — A)z)_

En déduire que pour tout € [—A,+A], on a 0 < u,(z) < 2exp (—

2
+00
II1.1.2. Montrer que la série de fonctions Z u, converge normalement sur [—A, +A].
n=0
II1.2.
+00
II1.2.1. Déduire de la question précédente que la série de fonctions Z u, converge simplement
n=0

sur R tout entier. On note U sa somme.
II1.2.2. Montrer que U est continue sur IR. On admettra que U est de classe C! sur IR.
II1.2.3. Montrer que U est paire.

I11.2.4. Exprimer, pour tout z € R, U,(z + 27) au moyen de Uy,(z), f(z + 2(n + 1)) et
f(z — 2nm). En déduire que U est périodique de période 27.

+o0
I11.3. Soit %0 + Zan cosnz la série de Fourier de U.

n=1
II1.3.1. Justifier I’égalité de U avec la somme de sa série de Fourier.
T (2k+1)
II1.3.2. Montrer que 'on a / Uk(z)cosnz dz = / f(z) cosnz dz pour tout n € IN
- —(2k+1)m

et tout k£ € IN.

us

II1.3.3. Pour tout n € IN, justifier 1'égalité / U(z)cosnz de = kliT Ui(z) cos nz dz.

s +00
En déduire que / U(z) cosnz dz = (z) cos nz dz.

—0o0

1I1.3.4. Déduire de ce qui précéde une expression de a,, pour tout n € IN, & l'aide de f et de
n, puis exprimer a, en fonction de n.

Fin de 1’énoncé

Téléchargé gratuitement sur www.Doc-Solus.fr.


http://www.doc-solus.fr/

