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ECOLE NATIONALE DE L'AVIATION CIVILE ANNEE 2008

CONCOURS DE RECRUTEMENT
D'ELEVES PILOTE DE LIGNE

EPREUVE DE MATHEMATIQUES

Durée : 2 Heures
Coefficient: 1

Ce sujet comporte :
® 1 page de garde,
® 2 pages (recto-verso) d'instructions pour remplir le QCM,
® 10 pages de texte numérotées de 1 a 10.

CALCULATRICE AUTORISEE
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EPREUVE DE MATHEMATIQUES

A LIRE TRES ATTENTIVEMENT

L'épreuve de mathématiques de ce concours est un questionnaire a choix multiple qui sera corrigé automati-
quement par une machine a lecture optique.

ATTENTION, IL NE VOUS EST DELIVRE QU’UN SEUL QCM

1) Vous devez coller dans la partie droite prévue a cet effet, I’étiquette correspondant a I’épreuve que
vous passez, c'est-a-dire épreuve de mathématiques (voir modéle ci-dessous).

POSITIONNEMENT DES ETIQUETTES

Pour permettre la lecture optique de I'étiquette, le trait vertical matérialisant I'axe de lecture du code a barres
(en haut a droite de votre QCM) doit traverser la totalité des barres de ce code.

EXEMPLES :
BON MAUVAIS MAUVAIS
£2
39
X X &
H
g F
o
x
w w w
x x
< < é
2) Pour remplir ce QCM, vous devez utiliser un STYLO BILLE ou une POINTE FEUTRE de couleur
NOIRE.

3) Utilisez le sujet comme brouillon et ne retranscrivez vos réponses qu’aprés vous étre relu soigneuse-
ment.

4) Votre QCM ne doit pas étre souillé, froissé, pli€, écorné ou porter des inscriptions superflues, sous
peine d’étre rejeté par la machine et de ne pas étre corrigé.
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5) Cette épreuve comporte 36 questions, certaines, de numéros consécutifs, sont liées. La liste des ques-
tions liées est donnée au début du texte du sujet.
Chaque candidat devra choisir au plus 24 questions parmi les 36 proposées.

Il est inutile de répondre a plus de 24 questions : la machine a lecture optique lira les réponses en
séquence en partant de la ligne 1, et s'arrétera de lire lorsqu’elle aura détecté des réponses a 24 ques-
tions, quelle que soit la valeur de ces réponses.

Chaque question comporte au plus deux réponses exactes.

6) A chaque question numérotée entre 1 et 36, correspond sur la feuille-réponses une ligne de cases qui
porte le méme numéro (les lignes de 37 a 100 sont neutralisées). Chaque ligne comporte 5 cases A, B,
C,DE.

Pour chaque ligne numérotée de 1 & 36, vous vous trouvez en face de 4 possibilités :

» soit vous décidez de ne pas traiter cette question,
la ligne correspondante doit rester vierge.

» soit vous jugez que la question comporte une seule bonne réponse,
vous devez noircir I'une des cases A, B, C, D.

» soit vous jugez que la question comporte deux réponses exactes,
vous devez noircir deux des cases A, B, C, D et deux seulement.

» soit vous jugez qu'aucune des réponses proposées A, B, C, D n’est bonne,
vous devez alors noircir la case E.

En cas de réponse fausse, aucune pénalité ne sera appliquée.

7) EXEMPLES DE REPONSES

Question 1: 1 +2? vaut:
A)3 B)5 C)4 D)-1

Question 2 : le produit (-1) (-3) vaut :
A)-3 B)-1 C)4 D)o

Question 3 : Une racine de 'équation x> —1=0 est:
A)1 B0 C)-1 D)2

Vous marquerez sur la feuille réponse :

o mm ) 43
A B C D E
1 — 3 — C— 43
) =3 — C— =
A B C D E
2 — 43 — C— 43
- [ ] —
A B C D E
3 3 —— — 3
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EPL Mathématiques

1)Dans les assertions suivantes lesquelles sont vraies?
a)Vl € IR, cos 50 = 16cos® 6 + 5cosf
b)Vé € IR, cos 50 = 16 cos® § — 20cos® § + 5 cosf

o 5+\/§
c) cos 5 = /2

oo, /5=5 s s
d) cos = 2~> car cos {5 < Cos g

2)Soit le plan rapporté & un repére orthonormé direct (O, 7,7
considere alors les points I(1,2), M = (2,3)et M’(v/3,3 + /3).

La similitude de centre I qui transforme M en M’ est alors:

a) de rapport 2

b) d’angle £

c) de rapport 3

d) d’angle %

). On

n

3) Soit 7 € IN*, on cherche 4 résoudre Y (}) cos (2kf) = 0 ou 6 est une
k=1
inconnue réelle

a) Si 6 est solution alors Y (})sin?(kf) = 2»
k=1

b) 142::1 (Z) cos (2k6) = cos(nb) (00259 n

c) L’ensemble des solutions est {Z + %2,k € Z} U {f + kn,k € Z}
d) Il n’y a pas de solution & cette équation

4) On consideére Papplication f qui & tout complexe z # i associe f(z) =
2+ :

" On note U = {z €0, |2 =1} et iR = {z € C,Re(2) = 0}
a) f est une bijection de C\ {i} dans C
b) f(IR) = U
o) (V) = iR\ {3}
d) fIR) = IR
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5) On cherche le lieu des points d’affixe z tels que z, 22 et 2° soit les affixes

de trois points alignés. On note H cet_ensemble de points et H, ’ensemble
de leurs affixes.

a) z € H, <=>z € IRou 28+ 2% + z est unagmalrepur

b) Im (23 4 22 + 2) = 3 (Re(2)) 2 — (Im(2))® + 2 Re(2) + 1

c) H est une hyperbolle équilatére centrée en (—31,0) de grand axe par-

allele & ’axe des imaginaires, de demi grand axe %
d) H contient une hyperbolle centrée en (—— ) de grand axe paralléle

4 Paxe des imaginaires, de demi grand axe \/; et dont les asymptotes on
comme coefficients directeurs v/3 et -/3

6) On considere les suites (un),q €t (Un), 5, définie par:

n
Vn > 2, u, = k]_[2cos.§",; et vn, = U, sin o
a) (Un),>, €st croissante et majorée par 1. Elle converge donc.
b) (Un), >y €st une suite géométrique de raison 3
€) (Un),>2 € (Un),>y sont adjacentes

d) (un),s, converge vers 3

Attention:questions 7 et 8 liées

7) Soit la fonction réelle f de la variable réelle ¢ définie par:

VE>0,f(t) =In(1+1t) + 1+t2

a) f est indéfiniment dérivable sur son ensemble de définition, croissante
et concave.

b) La courbe représentative de f admet une asymptote oblique en +oo

car lim ﬂtﬁ =1
t—-+o0

c) f réalise une bijection de IR* sur IR et sa bijection réciproque est
dérivable sur IR car V¢t > 0, f'(t) # 0

d) f réalise une bijection de IR* sur IR* et sa bijection réciproque
est dérivable sur IR* car toute bijection dérivable admet une réciproque
dérivable

8) En utilisant f définie en question 7), on peut montrer que

Vn € IN*,3lay,, f(a,) = =

a) (@n)nern~ st une suite croissante car f71 est décroissante et (£) _
est décroissante
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b) (an)nern+ converge vers 0 puisque f~! est continue en 0
¢) (an)nern+ converge vers 0 puisque (a,)nern+ est une suite décroissante
et Vn € IN*,a, > 0 e

1
d)an_;:o;

9) On suppose que f est une fonction continue sur IR admettant une
limite finie £ en"+o0 et a est un réel strictement positif.

y
a) y — [f(t)dt est continue sur [y, y + a] et dérivable sur |y, y + a[,Vy €
0

IR .
y+a
b) li dt =
) Jim { f(t)dt = at

¢) lim j{f(t +a)— f(t)dt = ff(t)dt +al
X —+o0p 0

X
d) lim [arctan(t+ 1) —arctantdt = ;In2—Z

X——>+000

10) On cherche & comparer e avec son développement limité:
n+1

a) 30 €)0,1[,¥n € IN,e" = 3 & + £ipne®™
k=0

24l
b) Ve € IR,Vn € IN,e* > Y %
k=0

2n
¢)Vz € IRVn € IN,e* > 5 &
k=0
2n
d) Ve € IR, VneIN, e < 5 &
k=0

11) Soit a et b deux fonctions réelles & valeurs strictement positives de la
variable réelle = et a € IR tels que a(z) ~ b(z)

a) Il existe une fonction e définie sur un voisinage de « avec lime(z) = 0
et In(a(z)) = In(b(z)) + In(1 + €(z))

b) In (a(s)) ~ In(b())

¢) In(1+ £ +sin?z) ~ In(1+ z) car 1+ £ +sin’z yltz

d) In (|sinz|) ~ In (|z|) car |sin z| ¥ |z| et que |z| # 1 sur un voisinage de
0
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12) Quelques ]umtes en utilisant des equlvalents
a) Pour 8 # 0 et o réels hmllizgzgz =-%

b) Pour 3 # 0 et « réels hmll’;xg: 7%?5

0) 11m (tg3:z: t9(3z) _ -1

) lim (tg%) " = o
=%

13) Soit la fonction réelle f de la variable réelle z définie par:
Vo £0,f(z) = ¢ et f(0) =

a) f est continue sur IR, dérivable sur I R*, non dérivable en 0
b) Vz € IR*, f'(z) = Lfe2t
c) Sur [1,+o0[, f ne possede qu’un extremum en 2, puisque
fllz)=0=2=2
d) f(z) = z admet deux et seulement deux solutions sur IR car la droite

d’équation y = z est tangente & la courbe représentative de f

14) Soit la fonction réelle f de la variable réelle = définie par

f(@) = et /2@ +2)

a) Aux voisinages de +ocoet —coona/z(z+2) =z (1+ 1 - ;s + 0 (%))

b) En +4o0, la courbe représentative de f admet la dr01te d’equatlon
y = z + 2 comme asymptote

c) En -o0, la courbe représentative de f admet la droite d’équation y =
z + 2 comme asymptote

d) En -co, la courbe représentative de f admet la droite d’équation y =
T + 2 comme asymptote et la courbe est au dessus de son asymtote.

15) Si f est une fonction continue sur un intervalle réel [a,b] (a < b)

a) lim 1 Z f(a+kE2) = fbf(t)dt

n—-+o00
b

b) lim zf(a+kb—) ff(t)dt

n—>+oo

c) 1"/H(n+k)—nel§—: lita)

d ¢ k]:[(n-i—k) o
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16) On considére la fonction réelle f de la variable réelle z définie par

f(z) = f 37kldz o [z] note la partie entiére du réel z

a) f est définie sur IR car z — 371 admet une limite 4 droite et & gauche
en tout point

b) Vn € IN, f(n) = 3:=2=

c) Pour montrer que f admet une limite en +oo0 il est suffisant de montrer
que (f(n)),crn converge

d) f est croissante sur IR* et majorée par ﬁdonc elle admet une limite
finie qui est la méme que la limite de (f(n)), ey : 5

17) On cherche & déterminer les fonctions g de classe C' sur IR*™ et
vérifiant

(P) Vo > 0,¢/(a) = g (2)

a) Si g vérifie (P) alors g de classe C? sur IR et 2%¢g” = ¢

b) Comme z > 0, on peut poser z = €’ et si h(t) = g(z(t)) alors h” —
W+h=0

c) Les fonctions g :  — /z [Acos (v3Inz) + Bsin (v31nz)]

ou (A, B) € IR? vérifient (P)

d) Comme léquation différentielle (P) est du second ordre et homogéne
I’ensemble des solutions forment un espace vectoriel de dimension 2

18) Si ¢ > 0, on cherche & résoudre ’équation aux dérivées partielles (E):

CQgi—’; — %zé =0 ot f est une fonction de IR? & valeurs réelle admettant des

dérivées partielles secondes. On posera u(z,y) = z+cy et v(z,y) = z—cy.On
notera g(u,v) = f(z(, ), y(u,))
Bg of

a') 8u 6x+8_y'c
by 02 — 10f | 10f
Bdu ~ 206z 2¢ Oy

) Lo = 1|22 2f

dudw — 42 |C 822 Oy?
d) (z,y) — €e®ch(cy) + 2 est une solution de (F)

19) On considére le domaine
D={(z,y) € IR, 2> 0,y > 0,22 +1y? < 1et 2>+ 4> -2y > 0}
dont on veut calculer I'aire Ap
IR? — [R?
(pcosb, psinb)

Sionnotego:l (0, 6) —
a) o1 (D) = {(p,0) € IR*,0 <6 < %,2sinf < p< 1}
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b) ¢~}(D) = {(p,6) € IR?,0 <6 < %,2sinf < p <1}
1
[ dpdd =F+1-v3 __

sin 6

1
[ pdpdd =
2sin’6

C) AD

%wm S “ﬁmla

=]

20) Soient n et p deux entiers naturels non nuls et z un entier relatif non
nul et non égal & 1.

a) Vn > 1,271 — 1 et = sont premiers entre eux en utilisant le théoréme
de Bezout

b) Vn > 2,p divise 2 — z <= p divise 2" — z car si p divise un produit
ab il divise a ou b (avec a, b entiers naturels)

On cherche I’ensemble U des entiers relatifs z tels que Yn > 2,6 divise
" —z

c) UG {6k, k€ Z}y U {1+ 6k, k€ Z}

d) U= {6k, k€ Z}yU {1 +6k,k € Z}

21) Soit F un ensemble & n éléments (n € IN*).On va dénombrer des
parties de E, (X,Y, Z) sur lesquelles on posera certaines contraintes:

a) Le nombre de couples (X,Y) tels que X NY = & est 37

b) Le nombre de couples (X,Y) tels que X UY = E est 3"

c) Le nombre de couples (X,Y) tels que (X,Y) forment une partition de
E est 3"

d) Le nombre de triplets (X, Y, Z) tels que X UY = Z est 3"

22) A propos des structures

a) L’ensemble des polynémes de degrés égaux a n (n > 1) pour I’addition
usuelle des polynémes est un groupe

b) L’ensembles des matrices carrés de taille n (n > 1) pour la multiplica-
tion usuelle des matrices est un corps

¢) L’ensemble des suites convergeant vers 0 pour la multiplication usuelle

des suites est un groupe
d) Si G est un groupe pour une loi 7" donnée et a € G, ’ensemble

oG = {aT'z,z € G} est un groupe pour T’

23) On considére P un polynéme non nul tel que P(X?)—P(X+1)P(X) =

a) Si a est une racine de P Vn € IN*,a®" est encore une racine de P
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b) Si a est une racine de P Vn € IN,a*" est encore une racine de P
c) Si a est une racine de P,il existe p tel que a = a?
d) Les racines de P sont des racines de l'unité

24) Soit P = Z apX* avec Vk € [|0,n]],ax € Z

a) Si (p,q) € ZxZ * premiers entre eux et tels que ¢ E est racine de P alors
p divise ag et ¢ divise a,
b) Si 2X3—X2—13X+5 admet une racine rationnelle c’est nécessairement
1,5,3 ou 3
c) 2X*+ X2+ 5X + 5 admet une racine rationnelle

d)SiP=X"+ 2 arpX*avec Vk € [|1,n — 1], ax, € Z alors si P posséde

une racine ratlonnelle elle sera entiére.

25) Les polynomes de Tchebychev (T},), .,y vérifient
Tn(cosf) = cosnb,Vé € IR
a)cosnf =Re(e?)" = > () (cos 8)"2* (1 — cos26)** | v4 € IR donc
0<2k<n
(Tr)pern existe et peut étre choisie & coefficents entiers

b) Si T, et f’n sont deux polynémes deTchebychev alors ils sont égaux

car Vz € [-1,1], T (2)=Tn(z) et (1) ey €St unique

c) Vn € IN*, T4y = 2T,, — X*T,,_; puisque cos [(n + 1) 0] = 2 cos (nf) —
cos2fcos[(n—1) 6]

d) Vn € IN*,deg(T,,) =n et 3Q € IR, [X], T, = X"+ Q

26) racines multiples

a) Vn € INV{0,1,2},P,(X) = %k— posséde au moins une racine mul-
k=0
tiple car P! = P,_; '
b) Vn € IN, P, (X) = )—,‘; est 'unique polynome vérifiant P, — P, =
k=0
Xn

n!

¢) Vn € IN*,nX™*? — (n42) X"+ + (n+2)X —n admet 1 comme racine

double
d) Si m est divisible par n alors Va € C, X™—a™ est divisible par X" —a"

27) On se place dans FE 1’espace vectoriel des fonctions de I R* dans [ R*
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a) Vn € IN, (1, cosz, cos 2z, ..., cos nz) est une famille libre
b) Vn € IN, (1,cosz, cos %z, ...,cos™ z) est une famille libre
c) (chz, shz) est une famille lite - ~— -

d) (1,arctanz,arctan 1) est libre

28) Soit F' et G deux sous espaces vectoriels d’un espace vectoriel £

a) Supposons l'existence d’un z € F' et z ¢ G, alors

Vg € G, F UG sous espace vectoriel de E =>z+g € F

b) Si la réponse de la question a) si elle est vraie entraine que F' U G ne
peut étre un sous espace vectoriel de F

¢) F'U G ne peut étre un sous espace vectoriel de £ quesi F C G

d) Si F' C G alors F U G sous espace vectoriel de E

29) Soit H et K deux sous espaces vectoriels supplémentaires d’un espace
vectoriel E de dimension finie. Soit (ey, ..., ;) une base de K et a € H

a) Dim( vect(e; +a,...,ex +a)) <k

b) vect(e; + a, ..., ex + a) est supplémentaire & H

c) vect(e; +a,...,eg+a) =K

d) On peut montrer ici que tout sous espace vectoriel d’un espace vectoriel
de dimension fini admet au moins deux supplémentaires

30) E est un espace vectoriel de dimension finie. f € L(E), ensemble des
endomorphismes de F.

Les conditions suivantes sont équivalentes A ker f @ Im f = F

a) ker f C ker f2

b) Im f C Im f2

kerfNImf=0

d) f2 = f (f est un projecteur)

31) E est un espace vectoriel de dimension finie. f € L(E), tel que

In € IN N {0,1}, fofo..of = f*=0et f"1#£0

a) Vz € E, (z, f(z), f2(z), ..., f"1(z)) est libre

b) Sig € L(E),min{p € IN,¢? =0} < dim E

On supposera pour les deux questions suivantes que n = dim E

c) ker f = Vect {f"(z)} ou z est tel que f*(z) #0

d) Im f = Vect {z, f(z), f3(z), ..., ()} oit z est tel que f*(z) #0

32) Soit (M, N) € (M,(IR))? espace vectoriel des matrices carrées de
tailles n telles que V(3,7) € IN?, M(3,j) = 1 et N(i,4) = 3,N(3,j) = 1 si
i# 7]
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a) dim(ker M) = n? — 1 et M inversible si et seulement sin = 1
b) M? = nP~1M,Vp € IN*

c) N? =nP~12P M, Vp € IN* -

d) N* = [@ _ (-2)?] M

33) Soit n € IN.On se place dans I R,[X] espace vectoriel des polynémes
de degrés inférieurs ou égaux a n '

a) dimIR,[X] =n

b)Va € IR, B, = (1,X—a,(X —a)?,...,(X = a)") est une base de R,[X]
et d’ailleurs By en est la base canonique

c¢) La matrice de passage de B, & By est la matrice (ak—p (’;)) (o)l
5P, € )

d) La matrice de passage de By & B, est la matrice ("~ (%) (kp)ellLnl?
3P, € n

34) Soit f : M,(IR) — IR et vérifiant f (AB) = f(A)f(B),Y(4,B) €
(M,(IR))?

a) f est un morphisme de groupe pour M, (] R) muni de la multiplication
usuelle des matrices

b) f(O,) =0 et f(I,) =1 (O, est la matrice nulle de M,(/R) et I, la
matrice identité)

c)SidpeIN,AP =0 alors f(A) =0

On rappelle que si 7 = rangA < n,

3J, € M,(IR),telle que J* " = O, ,(P,Q) € [M,(I R)]2 inversible telles
que A= PJ.Q

d) A inversible < f(A) #0

35) E est un espace vectoriel euclidien de dimension 3 dont une base est
B et dont on note le produit scalaire < .,. > . On note u = (a,b,¢)p un
vecteur normé fixé de F et a un scalaire. On définit f, par Vz € E, f(z) =
rz4+a<z,u>Uu

a) fq est un automorphisme orthogonal si et seulement si a = —2

b) fo est un automorphisme orthogonal

c) f-2 est la symétrie orthogonale par rapport au plan vectoriel orhogonal
au

d) fo est la symétrie orthogonale par rapport & la droite vectorielle en-
gendrée par u :
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- =
36) L’espace E est raporté & un repére orthonormal (O, 1,7,k ) L’espace

vectoriel associé E est raporté a la bas’e*(w , 7, k

Soit D la droite de E dont la représentation paramétrique est donné

z=14+1
par:{ y=1-—-2¢
=141

a) Les coordonnées du point symétrique de M(a,b,c) par rapport a D
sont (1 + a—26b+.c, 1-— a~—23b+c’ 1 + a—-26b+c)
b) Les coordonnées du point symétrique de M(a,b,c) par rapport & D

sont (6—2a:—3-2b+c, 6—2a;—b—20, 6—2a;2b+c)
c¢) La droite symétrique par rapport & D de ’axe (z/0z) & pour représen-
r=2+1t
tation paramétrique : y=2— 2t
z=2-—1
d) La droite symétrique par rapport & D de ’axe (z/0z)a pour équations
L. { 6—2c—y=0
cartésiennes:
y=2z
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