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▲❡s ❝❛❧❝✉❧❛tr✐❝❡s s♦♥t ❛✉t♦r✐sé❡s✳

✯ ✯ ✯

◆❇✿ ▲❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ❛tt❛❝❤❡r❛ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ à ❧❛ ❝❧❛rté✱ à ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t à ❧❛ ❝♦♥❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛

ré❞❛❝t✐♦♥✳

❙✐ ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❡st ❛♠❡♥é à r❡♣ér❡r ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t ❧✉✐ s❡♠❜❧❡r êtr❡ ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞✬é♥♦♥❝é✱ ✐❧ ❧❡ s✐❣♥❛❧❡r❛ s✉r

s❛ ❝♦♣✐❡ ❡t ❞❡✈r❛ ♣♦✉rs✉✐✈r❡ s❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ❡①♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s r❛✐s♦♥s ❞❡s ✐♥✐t✐❛t✐✈❡s q✉✬✐❧ ❛ été ❛♠❡♥é

à ♣r❡♥❞r❡✳

✯ ✯ ✯

❆❯❚❖❯❘ ❉❊ ▲❆ ❋❖◆❈❚■❖◆ ❩❊❚❆ ❆▲❚❊❘◆➱❊ ❉❊ ❘■❊▼❆◆◆

❖❜❥❡❝t✐❢s ✿ ❖♥ ♥♦t❡ F ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ③❡t❛ ❛❧t❡r♥é❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

F (x) =
+∞
∑

n=1

(−1)n−1

nx

❡t ζ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ③❡t❛ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r ]1, +∞[ ♣❛r

ζ(x) =
+∞
∑

n=1

1

nx
.

❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❝r♦✐sé❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ F ❡t ζ✳
▼✐s❡ à ♣❛rt ❧❛ ♣❛rt✐❡ ■■■✳ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ■✳✱ ❧❡s ♣❛rt✐❡s s♦♥t ❞❛♥s ✉♥❡ très
❧❛r❣❡ ♠❡s✉r❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳

✶✴✺
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■✳ ●é♥ér❛❧✐tés

✶✳ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ F ✳

✷✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s (gn)n>1 ❞é✜♥✐❡s s✉r [0, 1[ ♣❛r

gn(t) =
n

∑

k=0

(−t)k.

❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❧✐♠✐t❡ s✐♠♣❧❡ g ❞❡ (gn) ♣✉✐s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦♠✐♥é❡✱

♠♦♥tr❡r q✉❡ F (1) =

∫

1

0

g(t) dt✳ ❊♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ F (1)✳

✸✳ ❉é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ sér✐❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
∑

n>1

(−1)n−1

nx
❝♦♥✈❡r❣❡ ♥♦r♠❛❧❡♠❡♥t s✉r [2, +∞[✳ ❊♥

❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ F ❡♥ +∞✳

✹✳ ❉ér✐✈❛❜✐❧✐té ❞❡ F

✭❛✮ ❙♦✐t x > 0✳ ➱t✉❞✐❡r ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s s✉r ]0, +∞[ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ t 7→
ln t

tx
❡t ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡

❧❛ s✉✐t❡

(

ln n

nx

)

n>1

❡st ♠♦♥♦t♦♥❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ r❛♥❣ ✭❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ x✮ q✉❡ ❧✬♦♥

♣ré❝✐s❡r❛✳

✭❜✮ P♦✉r n > 1✱ ♦♥ ♣♦s❡ fn : x 7→
(−1)n−1

nx
✳

❙✐ a ❡st ✉♥ ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✱ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ sér✐❡ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s
∑

n>1

f ′

n
❝♦♥✈❡r❣❡

✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t s✉r [a, +∞[✳
❊♥ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ F ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s✉r ]0, +∞[✳

✺✳ ▲✐❡♥ ❛✈❡❝ ζ

❈❛❧❝✉❧❡r✱ ♣♦✉r x > 1, F (x) − ζ(x) ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ x ❡t ❞❡ ζ(x)✳ ❊♥ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ ✿

F (x) = (1 − 21−x)ζ(x) .

P✉✐s ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ζ ❡♥ +∞✳

■■✳ Pr♦❞✉✐t ❞❡ ❈❛✉❝❤② ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ❛❧t❡r♥é❡ ♣❛r ❡❧❧❡✲♠ê♠❡

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❈❛✉❝❤② ❞❡ ❞❡✉① sér✐❡s
∑

n>1

an ❡t
∑

n>1

bn ❡st ❧❛ sér✐❡
∑

n>2

cn ♦ù

cn =
n−1
∑

k=1

akbn−k✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♦♥ ✈❡✉t ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♥❛t✉r❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ x✱ ❞❡ ❧❛ sér✐❡

∑

n>2

cn(x)✱ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❈❛✉❝❤② ❞❡
∑

n>1

(−1)n

nx
♣❛r ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✳

❈❡tt❡ ét✉❞❡ ✈❛ ✐❧❧✉str❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❈❛✉❝❤② ❞❡ ❞❡✉① sér✐❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡s ♥✬❡st ♣❛s
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ sér✐❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✳
❉❛♥s t♦✉t❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ n ❞és✐❣♥❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à ✷ ❡t x ✉♥ ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t
♣♦s✐t✐❢✳

✷✴✺
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✻✳ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

✭❛✮ ■♥❞✐q✉❡r s❛♥s ❛✉❝✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❡t ❧❛ s♦♠♠❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ F ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ♣r♦❞✉✐t
∑

n>2

cn(x)✱ ❧♦rsq✉❡ x > 1✳

✭❜✮ ❉é♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r x > 0✱ |cn(x)| >
4x(n − 1)

n2x
✳

❊♥ ❞é❞✉✐r❡ ♣♦✉r 0 < x 6
1

2
✱ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ sér✐❡

∑

n>2

cn(x)✳

✼✳ ❈❛s ♦ù x = 1
❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ 7. q✉❡ x = 1✳

✭❛✮ ❉é❝♦♠♣♦s❡r ❡♥ é❧é♠❡♥ts s✐♠♣❧❡s ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡
1

X(n − X)
✳

❊♥ ❞é❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ cn(x) ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
Hn−1

n
♦ù Hn = 1 +

1

2
+ · · · +

1

n
✭s♦♠♠❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡✮✳

✭❜✮ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡

(

Hn−1

n

)

n>2

✳

✭❝✮ ❊♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ sér✐❡
∑

n>2

cn(x)✳

■■■✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✬✉♥❡ sér✐❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ③❡t❛ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ 1✳

✽✳ ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡♥ ✶

✭❛✮ ➱❝r✐r❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ln 2 ❡t ❞❡ F ′(1) ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té à ❧✬♦r❞r❡ ✶ ❡t ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡
❞❡ ✶ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ F ♣✉✐s ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té à ❧✬♦r❞r❡ ✷ ❡t ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡
❞❡ ✶ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ x 7→ 1 − 21−x✳

✭❜✮ ❊♥ ❞é❞✉✐r❡ ❞❡✉① ré❡❧s a ❡t b q✉✐ s✬é❝r✐✈❡♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ln 2 ❡t F ′(1) t❡❧s
q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t ♣♦✉r x ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ 1+ ✿

ζ(x) =
a

x − 1
+ b + o(1).

✾✳ ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡♥ ✶ ✭❜✐s✮
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ sér✐❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s

∑

n>1

vn ♦ù vn ❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r [1, 2] ♣❛r

vn(x) =
1

nx
−

∫

n+1

n

dt

tx
.

✭❛✮ ❏✉st✐✜❡r q✉❡ ♣♦✉r n > 1 ❡t x ∈ [1, 2]✱ ♦♥ ❛ ✿

0 6 vn(x) 6
1

nx
−

1

(n + 1)x
.

✭❜✮ ❏✉st✐✜❡r q✉❡ ♣♦✉r x ∈ [1, 2]✱ ❧❛ sér✐❡
∑

n>1

vn(x) ❝♦♥✈❡r❣❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs γ =
+∞
∑

n=1

vn(1)

✭❝✬❡st ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞✬❊✉❧❡r✮✳

✸✴✺
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✭❝✮ ❊①♣r✐♠❡r ♣♦✉r x ∈]1, 2]✱ ❧❛ s♦♠♠❡
+∞
∑

n=1

vn(x) à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ζ(x) ❡t 1 − x✳

✭❞✮ ❉é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ sér✐❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
∑

n>1

vn ❝♦♥✈❡r❣❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t s✉r [1, 2] ✭♦♥ ♣♦✉rr❛

✉t✐❧✐s❡r ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ sér✐❡✮✳

✭❡✮ ❊♥ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ♣♦✉r x ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ 1+ ✿

ζ(x) =
1

x − 1
+ γ + o(1).

✶✵✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❉é❞✉✐r❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ln 2 ❡t γ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡

+∞
∑

n=1

(−1)n−1 ln n

n
.

■❱✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s F (2k) à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♦♥ s❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞✬ét❛❜❧✐r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s
ζ(2k) ❛✈❡❝ ✉♥ ❡♥t✐❡r k > 1✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡t ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✳
R[X] ❞és✐❣♥❡ ❧❛ R✲❛❧❣è❜r❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ré❡❧s✳
❖♥ ✐❞❡♥t✐✜❡ ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❡t s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❛ss♦❝✐é❡✳

❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡ s✉✐t❡ (Bn) ❞❡ R[X] ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ s✐ ❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ❧❡s
♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

B0 = 1, ∀n ∈ N
∗, B′

n
= nBn−1 et

∫

1

0

Bn(t) dt = 0.

❖♥ ❛❞♠❡t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❡t ✉♥❡ s❡✉❧❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡r❛ (Bn)✳
❖♥ ❧✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✳
❖♥ ♣♦s❡ bn = Bn(0)✱ bn ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❡ n✲✐è♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✳

✶✶✳ ❈❛❧❝✉❧❡r B1 ❡t B2✳ ❊♥ ❞é❞✉✐r❡ b1 ❡t b2✳

✶✷✳ ❈❛❧❝✉❧❡r ♣♦✉r n > 2✱ Bn(1) − Bn(0)✳

✶✸✳ ❙②♠étr✐❡
❉é♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N✱ ♦♥ ❛ Bn(X) = (−1)nBn(1 − X)✳

✶✹✳ ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ sér✐❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r
❙♦✐t k ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ gk ❞❡ R ❞❛♥s R ♣❛r ✿

gk(x) = B2k

( x

2π

)

♣♦✉r x ∈ [0, 2π[ ❡t gk ❡st ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ 2π.

❏✉st✐✜❡r ❛✈❡❝ s♦✐♥ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s✉✐t❡ ❞❡ ré❡❧s (an(k))n>0 t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ x✱
♦♥ ❛✐t ✿

gk(x) =
a0(k)

2
+

+∞
∑

n=1

an(k) cos(nx).

✹✴✺
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✶✺✳ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

✭❛✮ ❙♦✐❡♥t n > 1 ❡t k > 1✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ✿

an(k) =
k

(nπ)2

(

B2k−1(1) − B2k−1(0)
)

−
(2k)(2k − 1)

(2nπ)2
an(k − 1).

✭❜✮ ❊♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ an(1) ♣♦✉r n > 1✳

✭❝✮ ❈♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ♣♦✉r n > 1 ❡t k > 2✱ ♦♥ ❛ ✿

an(k) =
(−1)k−1(2k)!

22k−1(nπ)2k
.

❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡ ✭s❛♥s ❧❡ r❡❞é♠♦♥tr❡r✮ q✉❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ r❡st❡ ✈r❛✐❡ ♣♦✉r k = 1✳

✶✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❉ét❡r♠✐♥❡r ♣♦✉r k > 1 ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ζ(2k) ❡t b2k✳

✶✼✳ ❈❛❧❝✉❧ ❡✛❡❝t✐❢ ❞❡s bn

✭❛✮ ❉é♠♦♥tr❡r ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❚❛②❧♦r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N✱ ♦♥ ❛

Bn(X) =
n

∑

k=0

(

n

k

)

bn−kX
k.

✭❜✮ ❊♥ ❞é❞✉✐r❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐
s❛♥s ❛✈♦✐r à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❛ss♦❝✐és✳ ➱❝r✐r❡✱ ❞❛♥s ✉♥ ❞❡s ❧❛♥❣❛❣❡s
❛✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ✉♥ ♣❡t✐t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ bn ♣♦✉r ✉♥ ❡♥t✐❡r
n ❞♦♥♥é✳

❋✐♥ ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é

✺✴✺

Téléchargé gratuitement sur www.Doc-Solus.fr .

http://www.doc-solus.fr/

