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Concours Centrale - Supélec 2007

Epreuve : MATHEMAT'QU ES | Filiére PC

Dans tout le probleme, on notera f la fonction définie sur R par :

Partie I -

LA -

I.LA.1) Montrer que pour tout entier naturel n, la fonction z — z" f(z) est intégrable

sur R. On note my,(f) = / 2" f(z) dz.
R

On admettra dans toute la suite de ce probléme que / f(z)dz =1.
R

I.LA.2) Déterminer m;.

I.LA.3) Lorsque n > 2, donner une relation de récurrence liant m,, et m,_o. En
déduire une expression de m,, en fonction de n.

I.B - Montrer que pour tout ¢t € R, I'intégrale /e_t”ff(x) dx est convergente et
R
déterminer sa valeur en fonction de .
2

On pourra considérer la forme canonique du trinéme x +— —3 tx.
1.C -
n (_l)kthk
I.C.1)  Le réel t étant fixé, pour tout = € R, on pose S, (z) = Z — f(=).
Calculer lim S, (z)
n—oo

I.C.2) Montrer a I'aide du théoreéme de convergence dominée que pour tout ¢ € R,

—+o0

—tx tk
/Re f(x)dsz(—l)kmkH-

k=0

I.C.3) Retrouver la valeur de / e ' f(z) dr obtenue précédemment.
R
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Partie II -

Dans toute la suite du probléme, on note E I'ensemble des fonctions g
continues sur R a valeurs réelles, telles qu’il existe un réel positif M(g) et
un réel strictement positif A vérifiant : Vo € R, |g(x)| < M(g)f(A\x).

I1.A - Démontrer que E muni des lois + et - usuelles est un espace vectoriel sur R,
qui contient f.

I1.B - Soient u et v deux éléments de E. On note u * v 'application définie, pour
tout réel x pour lequel la formule a un sens, par

(uxv)(z) = /Ru(t)v(x —t)dt.

I1.B.1)
I1.B.2) Démontrer que u* v = v * u.
I1.B.3) Déterminer (f * f)(x).

II.B.4) Démontrer que u*v appartient & F (on utilisera le résultat de la question
précédente).

Démontrer que w * v est définie sur R.

II.C - Soit u € E. On définit 'application @ par : u(t) = / e y(x)dz.
R
II.C.1) Montrer que U est bien définie sur R.

I1.C.2)  Montrer que @ est de classe C? sur R et déterminer une expression de ' ()
et u”(t) A 'aide d’intégrales.
I1.D - Dans cette section D seulement, on admet le résultat suivant :

Soit f : (x,y) — f(z,y) une application continue de R? dans R telle qu’il
existe deux applications hy et ho continues sur R et intégrables sur R
avec :

V(z,y) € R?, |f(z,y)] < ha(z)ha(y)

a]ors/ (/ f(z,y) dx) dy et/ </ flz,y) dy) dx sont convergentes et
R \JR R \JR

ces deux intégrales doubles sont égales.

Soient u et v deux éléments de E.
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II.D.1) Démontrer qu’il existe une constante a > 0 telle que pour tout couple
(z,t) € R?:
—t? — (z —t)* < —a(t® + 2?).

II.D.2)  Démontrer la formule :

/Ru*v(x)dx:/Ru(x) dx./Rv(x) dz.

II.D.3) Démontrer la relation, pour tout § € R :
uxv(f) = / e (uxv)(z)dz = 1(0).9(0).
zeR

on pourra utiliser I’égalité

0 0 0
(t+ﬂ)2+((:c+§)—(t+%))2:t2+(x—t)2+7+272-

Dans la suite de ce probléme, on considére le sous ensemble FE1 de E dont

les éléments sont les fonctions h € E telles que / h(z)dz = 1. On notera
R

que la fonction f de la partie I est un élément de FE;. A toute fonction
h € E1, on associe la suite de fonctions (hy,)nen définie par la récurrence
suivante :

hi1 = h et pour tout n > 2, hy, = h,_1 * hy.

On remarquera que la fonction h,, est alors élément de E d’apres II B 4.

L’objectif est d’étudier certaines propriétés de cette suite de fonctions,
dans un premier temps sur des exemples puis dans le cas général.

Partie III -

ITI.A - Soit h un élément de F;.
ITII.A.1)  Démontrer que la suite (h;,)nen+ est une suite d’éléments de Ej.

IT1.A.2)  Exprimer, pour tout n € N et pour tout z € R, l;;(x) en fonction de ﬁ(m)
et de n.

III.B - Dans cette question on étudie la suite (fy)nen+ associée a la fonction

2
Pt
V2T

e 7 étudiée dans la partie I (on a donc posé h = f).

Téléchargé gratuitement sur www.Doc-Solus.fr.


http://www.doc-solus.fr/

Centrale Maths 1 PC 2007 — Enoncé 4/4

$2

III.B.1)  Déterminer une constante K5 telle que Vz € R, fo(z) = Kye 4.
2
x

III.B.2)  Déterminer une constante K, telle que Vz € R, f,(z) = Kneig.

¢
II1.B.3) Déterminer lim f,(—=) en fonction de ¢t € R.
n—oo

N

(¢) = < cos(x) six € [~n/2,7/2
IIL.C - Soit g la fonction définie sur R par : { 9\*/ = g %\ SLTETA/ST
~0

sinon

II1.C.1)  Démontrer que g € Ej.

IT1.C.2)  Montrer que la fonction g * g est paire. Donner pour = > 0 I’expression
de (g * g)(x) en fonction des valeurs de z : on distinguera deux intervalles pour z.

II1.C.3)  Démontrer que g, est nulle en dehors d’un intervalle [—ay,, a,] que on
précisera.

II1.C.4)  Déterminer 'expression de g(t) en fonction de ¢.

1 :
II1.C.5) Déterminer lim g,(—=) en fonction de t.

n

Partie IV -

Soit h un élément de Ey. On note pour n € N* :

M, = / zhy(z)dz \Ms, = / 2?hy, (v)dz et V,, = Ma,, — M12n
R R

IV.A -

IV.A.1)  Montrer que la fonction a possede un développement limité & ’ordre 2
dont on précisera les coefficients a 1'aide de My ,, et My .

IV.A.2)  En déduire que M, , =nMy 1 et V, =nl].
IV.B - On suppose dans cette question que la fonction h est telle que M; 1 = 0.

—~/ t
Déterminer la limite de la suite (hn (\/71)) .
neN*

eee [ IN eee
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