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Épreuve : INFORMATIQUE FilièreMP

■✳❇ ✲ ❉✐✈❡rs❡s ❢❛ç♦♥s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r

▲❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❋✐❜♦♥❛❝❝✐ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✱ ✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉t ✿
✳

■✳❇✳✶✮ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts st❛♥❞❛r❞s s✉r ❧❡s s✉✐t❡s ✈ér✐✜❛♥t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡
ré❝✉rr❡♥❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬♦r❞r❡ ✷✱ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts✱ ❞♦♥♥❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ✱ ❡t
❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❞❡ s❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ✭é❝r✐t✉r❡ ❡♥ ❜❛s❡ ✷✮✳ ❊♥ ❞é❞✉✐r❡ ✉♥
♠✐♥♦r❛♥t ♣♦✉r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ t♦✉t ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ✳

■✳❇✳✷✮ ➱❝r✐r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ❢✐❜♦ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❡♥tré❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r ❡t r❡t♦✉r✲
♥❛♥t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ✳

■✳❇✳✸✮ Pr♦✉✈❡r q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣❡❧s ré❝✉rs✐❢s ❡✛❡❝t✉és ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❛✈❡❝ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡st ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❡♥ ✳

■✳❇✳✹✮ ➱❝r✐r❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢✐❜♦✷ ré❛❧✐s❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐tér❛t✐✈❡✱
❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❞❡ ♣r♦❝❤❡ ❡♥ ♣r♦❝❤❡ ❧❡s ♣♦✉r ✳ ❉♦♥♥❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥s
❞✬❡♥t✐❡rs q✉✐ s❡r♦♥t ❡✛❡❝t✉é❡s ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ✱ ❡t é✈❛❧✉❡r ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞✉ t❡♠♣s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ r❡q✉✐s❡ ✭♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛ q✉❡
❧❡s ❡♥t✐❡rs ❝❛❧❝✉❧és r❡st❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉rs ❛✉ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❡♥t✐❡r r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡ ❡♥ ❈❛♠❧ ♦✉
❡♥ P❛s❝❛❧✮✳

■✳❇✳✺✮ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉✬❡♥ ♥♦t❛♥t ❡t ✱ ♦♥ ❛

♣♦✉r t♦✉t ✱ ♣✉✐s ✿ ✳ ❊st✐♠❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❡♥
♠é♠♦✐r❡ r❡q✉✐s❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❡♥ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥✳

■✳❇✳✻✮ ❙✐ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ♠♦❞✉❧♦ ✉♥ ❡♥t✐❡r ✏♣❡t✐t✑ ✭❞❛♥s ✉♥ s❡♥s à
♣ré❝✐s❡r ♣❛r ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t✮✱ q✉❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡✉t✲♦♥ ✉t✐❧✐s❡r✱ ❡t q✉❡❧s s♦♥t ❧❡ t❡♠♣s ❡t
❧✬❡s♣❛❝❡ r❡q✉✐s ♣❛r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❄

■✳❈ ✲ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦♠❛t❡s

■✳❈✳✶✮ ❱ér✐✜❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ✱ ✳

■✳❈✳✷✮ ❊♥ ❞é❞✉✐r❡ ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s s✐♠♣❧❡s ❞❡ ✱ ❡t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❡t ✳

■✳❈✳✸✮ ❈♦♥str✉✐r❡ ❡t r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ✜♥✐ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬ét❛ts
❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡❧s q✉✬❡♥ ❧✐s❛♥t ❞❡♣✉✐s ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥

❜✐♥❛✐r❡ ❞✬✉♥ ❡♥t✐❡r ❞❡♣✉✐s ❧❡ ❜✐t ❞❡ ♣♦✐❞s ❢♦rt ❥✉sq✉✬❛✉ ❜✐t ❞❡ ♣♦✐❞s ❢❛✐❜❧❡✱ ♦♥ ❛rr✐✈❡

▲❡s ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s s♦♥t ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳

P❛rt✐❡ ■ ✲❆✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❋✐❜♦♥❛❝❝✐

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①✐tés t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ✭❡t ❞❛♥s ✉♥❡
♠♦✐♥❞r❡ ♠❡s✉r❡ s♣❛t✐❛❧❡✮ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ s✉✐t❡s ❡♥t✐èr❡s ✈é✲
r✐✜❛♥t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❡s ❡♥t✐❡rs ♠❛♥✐♣✉❧és ♣♦✉rr♦♥t êtr❡ ❛r✲
❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❧♦♥❣s ✭❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ❛ ♣r✐♦r✐ ❧❡ ❝❛s ♥✐ ❡♥ ❈❛♠❧ ♥✐ ❡♥ P❛s❝❛❧✮✳ ❉❛♥s ❧❡s
❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ ♦♥ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡s ♦r❞r❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s
é❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✉r ❧❡s ❜✐ts✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶ ✿ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥❛t✉r❡❧ ♣♦✉r s♦♠♠❡r ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs ❞❡ ❜✐ts ❞❡♠❛♥❞❡
♦♣ér❛t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✭❛❞❞✐t✐♦♥s ❜✐t✲à✲❜✐t✱ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ r❡t❡♥✉❡✮✳

❖♥ ♥❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ♣❛s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥ts✱ ♠❛✐s ❞❡s ♠❛❥♦r❛♥ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s✳

▲♦rsq✉❡ ❡t ✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ♥♦t❡r ✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ♣❧✉s
♣ré❝✐s q✉❡ ✳
❊①❡♠♣❧❡ ✷ ✿ ▲❡ ✏tr✐✲❜✉❧❧❡✑ ❞✬✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❡✛❡❝t✉❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❞❡
✈❛❧❡✉rs✱ ❡t ré❛❧✐s❡ é❝❤❛♥❣❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉✳

▲❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ré❞✐❣❡❛♥t ❡♥ ❈❛♠❧ ❞❡✈r♦♥t ❞♦♥♥❡r ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ é❝r✐t❡✳

◆♦t❛t✐♦♥ ✿ ❞és✐❣♥❡r❛ ♠♦❞✉❧♦ ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ r❡st❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❡✉❝❧✐✲
❞✐❡♥♥❡ ❞❡ ♣❛r ✳

■✳❆ ✲ ◗✉❡st✐♦♥s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

■✳❆✳✶✮ ➱✈❛❧✉❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✉r ❞❡s ❜✐ts r❡q✉✐s❡s ♣♦✉r ❡❢✲
❢❡❝t✉❡r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs ❞❡ ❜✐ts ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✭q✉❡ ❧✬♦♥
❞é❝r✐r❛ s♦♠♠❛✐r❡♠❡♥t✮✳

■✳❆✳✷✮ ❉♦♥♥❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡✛❡❝t✉❛♥t ✉♥❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬❡♥t✐❡rs ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡
❝♦♠♣❧❡①✐té✳ ▲❡ ❞é❝r✐r❡✱ ❡t ❞♦♥♥❡r ✭s❛♥s ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥✮ s❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té t❡♠♣♦r❡❧❧❡✳

■✳❆✳✸✮ ❉é❝r✐r❡ très s♦♠♠❛✐r❡♠❡♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❡①♣♦♥❡♥t✐❛t✐♦♥ r❛♣✐❞❡✳ ❏✉st✐✜❡r
s♦♥ ✐♥térêt ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳

■✳❇ ✲ ❉✐✈❡rs❡s ❢❛ç♦♥s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r

▲❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❋✐❜♦♥❛❝❝✐ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✱ ✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉t ✿
✳

■✳❇✳✶✮ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts st❛♥❞❛r❞s s✉r ❧❡s s✉✐t❡s ✈ér✐✜❛♥t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡
ré❝✉rr❡♥❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬♦r❞r❡ ✷✱ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts✱ ❞♦♥♥❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ✱ ❡t
❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❞❡ s❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ✭é❝r✐t✉r❡ ❡♥ ❜❛s❡ ✷✮✳ ❊♥ ❞é❞✉✐r❡ ✉♥
♠✐♥♦r❛♥t ♣♦✉r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ t♦✉t ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ✳

■✳❇✳✷✮ ➱❝r✐r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ❢✐❜♦ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❡♥tré❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r ❡t r❡t♦✉r✲
♥❛♥t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ✳

■✳❇✳✸✮ Pr♦✉✈❡r q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣❡❧s ré❝✉rs✐❢s ❡✛❡❝t✉és ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❛✈❡❝ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡st ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❡♥ ✳

■✳❇✳✹✮ ➱❝r✐r❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢✐❜♦✷ ré❛❧✐s❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐tér❛t✐✈❡✱
❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❞❡ ♣r♦❝❤❡ ❡♥ ♣r♦❝❤❡ ❧❡s ♣♦✉r ✳ ❉♦♥♥❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥s
❞✬❡♥t✐❡rs q✉✐ s❡r♦♥t ❡✛❡❝t✉é❡s ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ✱ ❡t é✈❛❧✉❡r ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞✉ t❡♠♣s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ r❡q✉✐s❡ ✭♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛ q✉❡
❧❡s ❡♥t✐❡rs ❝❛❧❝✉❧és r❡st❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉rs ❛✉ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❡♥t✐❡r r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡ ❡♥ ❈❛♠❧ ♦✉
❡♥ P❛s❝❛❧✮✳

■✳❇✳✺✮ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉✬❡♥ ♥♦t❛♥t ❡t ✱ ♦♥ ❛

♣♦✉r t♦✉t ✱ ♣✉✐s ✿ ✳ ❊st✐♠❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❡♥
♠é♠♦✐r❡ r❡q✉✐s❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❡♥ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥✳

■✳❇✳✻✮ ❙✐ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ♠♦❞✉❧♦ ✉♥ ❡♥t✐❡r ✏♣❡t✐t✑ ✭❞❛♥s ✉♥ s❡♥s à
♣ré❝✐s❡r ♣❛r ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t✮✱ q✉❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡✉t✲♦♥ ✉t✐❧✐s❡r✱ ❡t q✉❡❧s s♦♥t ❧❡ t❡♠♣s ❡t
❧✬❡s♣❛❝❡ r❡q✉✐s ♣❛r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❄

■✳❈ ✲ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦♠❛t❡s

■✳❈✳✶✮ ❱ér✐✜❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ✱ ✳

■✳❈✳✷✮ ❊♥ ❞é❞✉✐r❡ ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s s✐♠♣❧❡s ❞❡ ✱ ❡t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❡t ✳

■✳❈✳✸✮ ❈♦♥str✉✐r❡ ❡t r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ✜♥✐ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬ét❛ts
❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡❧s q✉✬❡♥ ❧✐s❛♥t ❞❡♣✉✐s ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥

❜✐♥❛✐r❡ ❞✬✉♥ ❡♥t✐❡r ❞❡♣✉✐s ❧❡ ❜✐t ❞❡ ♣♦✐❞s ❢♦rt ❥✉sq✉✬❛✉ ❜✐t ❞❡ ♣♦✐❞s ❢❛✐❜❧❡✱ ♦♥ ❛rr✐✈❡

▲❡s ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s s♦♥t ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳

P❛rt✐❡ ■ ✲❆✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❋✐❜♦♥❛❝❝✐

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①✐tés t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ✭❡t ❞❛♥s ✉♥❡
♠♦✐♥❞r❡ ♠❡s✉r❡ s♣❛t✐❛❧❡✮ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ s✉✐t❡s ❡♥t✐èr❡s ✈é✲
r✐✜❛♥t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❡s ❡♥t✐❡rs ♠❛♥✐♣✉❧és ♣♦✉rr♦♥t êtr❡ ❛r✲
❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❧♦♥❣s ✭❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ❛ ♣r✐♦r✐ ❧❡ ❝❛s ♥✐ ❡♥ ❈❛♠❧ ♥✐ ❡♥ P❛s❝❛❧✮✳ ❉❛♥s ❧❡s
❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ ♦♥ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡s ♦r❞r❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s
é❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✉r ❧❡s ❜✐ts✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶ ✿ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥❛t✉r❡❧ ♣♦✉r s♦♠♠❡r ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs ❞❡ n ❜✐ts ❞❡♠❛♥❞❡ O(n)
♦♣ér❛t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✭❛❞❞✐t✐♦♥s ❜✐t✲à✲❜✐t✱ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ r❡t❡♥✉❡✮✳

❖♥ ♥❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ♣❛s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥ts✱ ♠❛✐s ❞❡s ♠❛❥♦r❛♥ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s✳

▲♦rsq✉❡ un = O(vn) ❡t vn = O(un)✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ♥♦t❡r un = Θ(vn)✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ♣❧✉s
♣ré❝✐s q✉❡ un = O(vn)✳
❊①❡♠♣❧❡ ✷ ✿ ▲❡ ✏tr✐✲❜✉❧❧❡✑ ❞✬✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ n ✈❛❧❡✉rs ❡✛❡❝t✉❡ Θ(n2) ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❞❡
✈❛❧❡✉rs✱ ❡t ré❛❧✐s❡ O(n2) é❝❤❛♥❣❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉✳

▲❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ré❞✐❣❡❛♥t ❡♥ ❈❛♠❧ ❞❡✈r♦♥t ❞♦♥♥❡r ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ é❝r✐t❡✳

◆♦t❛t✐♦♥ ✿ a [b] ❞és✐❣♥❡r❛ a ♠♦❞✉❧♦ b✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ r❡st❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❡✉❝❧✐✲
❞✐❡♥♥❡ ❞❡ a ♣❛r b✳

■✳❆ ✲ ◗✉❡st✐♦♥s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

■✳❆✳✶✮ ➱✈❛❧✉❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✉r ❞❡s ❜✐ts r❡q✉✐s❡s ♣♦✉r ❡❢✲
❢❡❝t✉❡r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs ❞❡ n ❜✐ts ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✭q✉❡ ❧✬♦♥
❞é❝r✐r❛ s♦♠♠❛✐r❡♠❡♥t✮✳

■✳❆✳✷✮ ❉♦♥♥❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡✛❡❝t✉❛♥t ✉♥❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬❡♥t✐❡rs ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡
❝♦♠♣❧❡①✐té✳ ▲❡ ❞é❝r✐r❡✱ ❡t ❞♦♥♥❡r ✭s❛♥s ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥✮ s❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té t❡♠♣♦r❡❧❧❡✳

■✳❆✳✸✮ ❉é❝r✐r❡ très s♦♠♠❛✐r❡♠❡♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❡①♣♦♥❡♥t✐❛t✐♦♥ r❛♣✐❞❡✳ ❏✉st✐✜❡r
s♦♥ ✐♥térêt ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳
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■✳❇ ✲ ❉✐✈❡rs❡s ❢❛ç♦♥s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r fn

▲❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❋✐❜♦♥❛❝❝✐ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s f0 = 0✱ f1 = 1✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N ✿
fn+2 = fn + fn+1✳

■✳❇✳✶✮ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts st❛♥❞❛r❞s s✉r ❧❡s s✉✐t❡s ✈ér✐✜❛♥t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡
ré❝✉rr❡♥❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬♦r❞r❡ ✷✱ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts✱ ❞♦♥♥❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ fn✱ ❡t
❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❞❡ s❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ✭é❝r✐t✉r❡ ❡♥ ❜❛s❡ ✷✮✳ ❊♥ ❞é❞✉✐r❡ ✉♥
♠✐♥♦r❛♥t ♣♦✉r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ t♦✉t ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❝❛❧❝✉❧❛♥t fn✳

■✳❇✳✷✮ ➱❝r✐r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ❢✐❜♦ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❡♥tré❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r n ❡t r❡t♦✉r✲
♥❛♥t fn ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ f ✳

■✳❇✳✸✮ Pr♦✉✈❡r q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣❡❧s ré❝✉rs✐❢s ❡✛❡❝t✉és ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r fn ❛✈❡❝ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡st ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❡♥ n✳

■✳❇✳✹✮ ➱❝r✐r❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢✐❜♦✷ ré❛❧✐s❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ fn ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐tér❛t✐✈❡✱
❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❞❡ ♣r♦❝❤❡ ❡♥ ♣r♦❝❤❡ ❧❡s fk ♣♦✉r k 6 n✳ ❉♦♥♥❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥s
❞✬❡♥t✐❡rs q✉✐ s❡r♦♥t ❡✛❡❝t✉é❡s ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ fn✱ ❡t é✈❛❧✉❡r ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞✉ t❡♠♣s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt à n✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ r❡q✉✐s❡ ✭♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛ q✉❡
❧❡s ❡♥t✐❡rs ❝❛❧❝✉❧és r❡st❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉rs ❛✉ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❡♥t✐❡r r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡ ❡♥ ❈❛♠❧ ♦✉
❡♥ P❛s❝❛❧✮✳

■✳❇✳✺✮ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉✬❡♥ ♥♦t❛♥t Xn =

(

fn

fn+1

)

❡t A =

(

0 1
1 1

)

✱ ♦♥ ❛ Xn+1 = AXn

♣♦✉r t♦✉t n ∈ N✱ ♣✉✐s ✿ Xn = AnX0✳ ❊st✐♠❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❡♥
♠é♠♦✐r❡ r❡q✉✐s❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r fn ❡♥ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥✳

■✳❇✳✻✮ ❙✐ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r fn ♠♦❞✉❧♦ ✉♥ ❡♥t✐❡r k ✏♣❡t✐t✑ ✭❞❛♥s ✉♥ s❡♥s à
♣ré❝✐s❡r ♣❛r ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t✮✱ q✉❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡✉t✲♦♥ ✉t✐❧✐s❡r✱ ❡t q✉❡❧s s♦♥t ❧❡ t❡♠♣s ❡t
❧✬❡s♣❛❝❡ r❡q✉✐s ♣❛r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❄

■✳❈ ✲ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦♠❛t❡s

■✳❈✳✶✮ ❱ér✐✜❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n > 1✱ An =

(

fn−1 fn

fn fn+1

)

✳

■✳❈✳✷✮ ❊♥ ❞é❞✉✐r❡ ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s s✐♠♣❧❡s ❞❡ f2n✱ f2n+1 ❡t f2n+2 ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ fn

❡t fn+1✳

■✳❈✳✸✮ ❈♦♥str✉✐r❡ ❡t r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ✜♥✐ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬ét❛ts
Q ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ : Q → Z/2Z t❡❧s q✉✬❡♥ ❧✐s❛♥t ❞❡♣✉✐s ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❜✐♥❛✐r❡ ❞✬✉♥ ❡♥t✐❡r n ❞❡♣✉✐s ❧❡ ❜✐t ❞❡ ♣♦✐❞s ❢♦rt ❥✉sq✉✬❛✉ ❜✐t ❞❡ ♣♦✐❞s ❢❛✐❜❧❡✱ ♦♥ ❛rr✐✈❡

▲❡s ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s s♦♥t ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳

P❛rt✐❡ ■ ✲❆✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❋✐❜♦♥❛❝❝✐

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①✐tés t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ✭❡t ❞❛♥s ✉♥❡
♠♦✐♥❞r❡ ♠❡s✉r❡ s♣❛t✐❛❧❡✮ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ s✉✐t❡s ❡♥t✐èr❡s ✈é✲
r✐✜❛♥t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❡s ❡♥t✐❡rs ♠❛♥✐♣✉❧és ♣♦✉rr♦♥t êtr❡ ❛r✲
❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❧♦♥❣s ✭❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ❛ ♣r✐♦r✐ ❧❡ ❝❛s ♥✐ ❡♥ ❈❛♠❧ ♥✐ ❡♥ P❛s❝❛❧✮✳ ❉❛♥s ❧❡s
❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ ♦♥ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡s ♦r❞r❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s
é❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✉r ❧❡s ❜✐ts✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶ ✿ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥❛t✉r❡❧ ♣♦✉r s♦♠♠❡r ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs ❞❡ ❜✐ts ❞❡♠❛♥❞❡
♦♣ér❛t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✭❛❞❞✐t✐♦♥s ❜✐t✲à✲❜✐t✱ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ r❡t❡♥✉❡✮✳

❖♥ ♥❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ♣❛s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥ts✱ ♠❛✐s ❞❡s ♠❛❥♦r❛♥ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s✳

▲♦rsq✉❡ ❡t ✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ♥♦t❡r ✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ♣❧✉s
♣ré❝✐s q✉❡ ✳
❊①❡♠♣❧❡ ✷ ✿ ▲❡ ✏tr✐✲❜✉❧❧❡✑ ❞✬✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❡✛❡❝t✉❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❞❡
✈❛❧❡✉rs✱ ❡t ré❛❧✐s❡ é❝❤❛♥❣❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉✳

▲❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ré❞✐❣❡❛♥t ❡♥ ❈❛♠❧ ❞❡✈r♦♥t ❞♦♥♥❡r ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ é❝r✐t❡✳

◆♦t❛t✐♦♥ ✿ ❞és✐❣♥❡r❛ ♠♦❞✉❧♦ ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ r❡st❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❡✉❝❧✐✲
❞✐❡♥♥❡ ❞❡ ♣❛r ✳

■✳❆ ✲ ◗✉❡st✐♦♥s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

■✳❆✳✶✮ ➱✈❛❧✉❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✉r ❞❡s ❜✐ts r❡q✉✐s❡s ♣♦✉r ❡❢✲
❢❡❝t✉❡r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs ❞❡ ❜✐ts ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✭q✉❡ ❧✬♦♥
❞é❝r✐r❛ s♦♠♠❛✐r❡♠❡♥t✮✳

■✳❆✳✷✮ ❉♦♥♥❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡✛❡❝t✉❛♥t ✉♥❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬❡♥t✐❡rs ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡
❝♦♠♣❧❡①✐té✳ ▲❡ ❞é❝r✐r❡✱ ❡t ❞♦♥♥❡r ✭s❛♥s ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥✮ s❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té t❡♠♣♦r❡❧❧❡✳

■✳❆✳✸✮ ❉é❝r✐r❡ très s♦♠♠❛✐r❡♠❡♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❡①♣♦♥❡♥t✐❛t✐♦♥ r❛♣✐❞❡✳ ❏✉st✐✜❡r
s♦♥ ✐♥térêt ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳
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❡♥t✐❡r t❡❧ q✉❡ ✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✳

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❝❛❧❝✉❧❡r t♦✉s ❧❡s ✱ ♣♦✉r ✱ ❡♥ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❛✉
♠❛①✐♠✉♠ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ♣ré❝é❞❡♥ts✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ✈❛ ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t❛s✳

❯♥ t❛s ❡st ✉♥ ❛r❜r❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❞♦♥t ❧❡s ♥÷✉❞s s♦♥t ét✐q✉❡tés ♣❛r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✐st✐♥❝ts
❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥é✳ ❈❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ét✐q✉❡tt❡ str✐❝t❡✲
♠❡♥t ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❡ ❧❡s ét✐q✉❡tt❡s ❞❡ s❡s é✈❡♥t✉❡❧s ✜❧s✳ ▲❡s ❛❞❥♦♥❝t✐♦♥s ❡t é✈❡♥t✉❡❧❧❡s
s✉♣♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ ♥÷✉❞s ❞♦✐✈❡♥t ♣rés❡r✈❡r ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ✓ t♦✉s
❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ s♦♥t r❡♠♣❧✐s✱ s❛✉❢ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ✭❤❛✉✲
t❡✉r ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✮✱ q✉✐ ❡st ❧✉✐✲♠ê♠❡ r❡♠♣❧✐ ❞❡ ❧❛ ❣❛✉❝❤❡ ✈❡rs ❧❛ ❞r♦✐t❡ ✔✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
✉♥ t❛s ♣♦ssé❞❛♥t s✐① ♥÷✉❞s s❡r❛ ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥❡ r❛❝✐♥❡✱ ❞❡✉① ♥÷✉❞s ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r
✶✱ ❡t ✸ ♥÷✉❞s ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ✷✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣♦✉r
st♦❝❦❡r ❡t ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❝❡s t❛s ♥✬✐♠♣♦rt❡ ♣❛s ✐❝✐ ✿ ♦♥ ♥❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ♣❛s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r
❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳

■❝✐✱ ❧❡s ♥÷✉❞s s♦♥t ét✐q✉❡tés ♣❛r ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s ✱ ❛✈❡❝ ♣r❡♠✐❡r✳ ❆♣rès ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ ✱ s♦♥t st♦❝❦és ❞❛♥s ❧❡ t❛s t♦✉s ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s ❞✬❡♥t✐❡rs t❡❧s q✉❡ ❡st ✉♥
♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à ❡t ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥t✐❡r t❡❧ q✉❡ ✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❛♣rès ❛✈♦✐r ❝❛❧❝✉❧é ✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❡ t❛s ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s ✱ ✱

❡t ✳

▲❡s ❝♦✉♣❧❡s s♦♥t ♦r❞♦♥♥és ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
✳ P♦✉r ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❧❡ t❛s ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❥❛♠❛✐s ❞❡✉① ❝♦✉♣❧❡s ❛②❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡

♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s ét✐q✉❡tt❡s s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ✐tér❛t✐❢✳ ❖♥ st♦❝❦❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❘❡s ❧❡ ♣♣❝♠ ❝❛❧❝✉❧é ❥✉sq✉❡
❧à✳ ❆✉ ❞é♣❛rt✱ ❘❡s❂✷ ❡st ❧❡ ♣♣❝♠ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❡t ❧❡ t❛s ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥ s❡✉❧
♥÷✉❞ ✐♥❞❡①é ♣❛r ✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r ❝❛❧❝✉❧é ✭q✉✐ ❡st ❛❧♦rs ♣rés❡♥t ❞❛♥s ❘❡s✮✱
♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❙✐ ❡st ♣r❡♠✐❡r✱ ♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ❘❡s ♣❛r ✱ ❡t ♦♥ ✐♥sèr❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♥÷✉❞ ✐♥❞❡①é
♣❛r ❞❛♥s ❧❡ t❛s✳
❙✐♥♦♥✱ s✐ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ ✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ❘❡s ♣❛r ✱ ♦♥
❝❤❛♥❣❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❡♥ ❡t ♦♥ r❡❝♦♥st✐t✉❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t❛s✳

■■✳❆ ✲ ❈♦♠♠❡♥t ♣❡✉t✲♦♥ ✐♥sér❡r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♥÷✉❞ ❞❛♥s ✉♥ t❛s ✭❡♥ ♣rés❡r✈❛♥t ❧❛
str✉❝t✉r❡ ❞❡ t❛s✮ ❄

■■✳❇ ✲ ❈♦♠♠❡♥t r❡❝♦♥st✐t✉❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t❛s ❛♣rès ❛✈♦✐r ❝❤❛♥❣é ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛
r❛❝✐♥❡ ❄ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ s❡r❛ ❛♣♣❡❧é❡ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✳

■■✳❈ ✲ ❘❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ t❛s ❛♣rès ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ✱ ♣♦✉r ❛❧❧❛♥t
❞❡ ❥✉sq✉✬à ✶✵✱ ♣✉✐s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ t❛s ♣♦✉r ✳

■■✳❉ ✲▼♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ t❛s ❞❡ ❤❛✉t❡✉r ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ♥÷✉❞s✱ ♦♥ ❛ ✳

■■✳❊ ✲ ◗✉❡❧ ❡st ❧❡ ❝♦ût ❞✬✉♥❡ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥ ❄ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥s
❡✛❡❝t✉é❡s ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❡st ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞❡✈❛♥t ✳

❞❛♥s ✉♥ ét❛t q t❡❧ q✉❡ ϕ(q) = fn [2]✳

■✳❈✳✹✮ ➚ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❞♦♥♥❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ f2050 [2]✳

■✳❈✳✺✮ Pr♦✉✈❡r q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ f ′ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r f ′

n
= fn [2] ❡st 3✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡t r❡tr♦✉✈❡r

❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳

■✳❈✳✻✮ ❈♦♥str✉✐r❡ ❡t r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ r❡st❡
♠♦❞✉❧♦ ✸ ❞✬✉♥ ❡♥t✐❡r n✱ ❡♥ ❧✐s❛♥t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡ n✱ ❞✉ ❜✐t ❞❡ ♣♦✐❞s ❢♦rt
✈❡rs ❧❡ ❜✐t ❞❡ ♣♦✐❞s ❢❛✐❜❧❡✳ ❈♦♠♣❛r❡r ❛✈❡❝ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ❞❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ■✳❈✳✸❄❄

■✳❉ ✲ ❯♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♣♦✉r m > 3 ✜①é✱ ❧❛ s✉✐t❡ g ❞❡ ♣r❡♠✐❡rs t❡r♠❡s g0 = 0 ❡t
g1 = g2 = · · · = gm−1 = 1✱ ❡t ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ✿ gn+m = gn+gn+m−1

♣♦✉r t♦✉t n ∈ N ✭gn+m ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❞❡✉① ♥♦♠❜r❡s gn ❡t gn+m−1✮✳

■✳❉✳✶✮ ➱❝r✐r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❣ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❡♥tré❡ m ❡t n✱ ❡t r❡t♦✉r♥❛♥t gn ❡♥ ❛♣♣❧✐✲
q✉❛♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t g✳ ❉♦♥♥❡r ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❞✉ t❡♠♣s
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✭♦♥ ♥❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ♣❛s ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✉ rés✉❧t❛t✮✳

■✳❉✳✷✮ ❖♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s m = 3✳ ➱❝r✐r❡ ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❣✸ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❡♥tré❡ n ❡t r❡t♦✉r♥❛♥t gn✳
❖♥ é❝r✐r❛ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✐tér❛t✐❢ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts t❡r♠❡s ❞❡ ♣r♦❝❤❡ ❡♥ ♣r♦❝❤❡✱
❡♥ ♥❡ st♦❝❦❛♥t q✉❡ ✏q✉❡❧q✉❡s✑ t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡✳

■✳❉✳✸✮ ➱❝r✐r❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐tér❛t✐✈❡ ❣ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❡♥tré❡ m ❡t n✱ ❡t
r❡t♦✉r♥❛♥t gn ❡♥ ❢❛✐s❛♥t O(n) ❛❞❞✐t✐♦♥s✳
❖♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ♣♦✉r st♦❝❦❡r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❞❡ g✳

■✳❉✳✹✮ ❙✐ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞é❥à ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ é❝r✐r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❝❛❧❝✉❧❛♥t gn ❡♥ O

(

max(n, m)
)

❛❞❞✐t✐♦♥s ❡t ❛✛❡❝t❛t✐♦♥s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭② ❝♦♠♣r✐s ❞❛♥s
❞❡s t❛❜❧❡❛✉①✮✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞♦♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ m✳

■✳❉✳✺✮ Pr♦♣♦s❡r ✉♥❡ ❢❛ç♦♥ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r g1020 ♠♦❞✉❧♦ ✸✱ ❛✈❡❝ m = 1000✳

P❛r ✏r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✑ ♦♥ ❡♥t❡♥❞ ✿ r❡t♦✉r♥❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❡♥ ♠♦✐♥s ❞✬✉♥❡ ❥♦✉r♥é❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
s✉r ✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r ❞❡ ❜✉r❡❛✉ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡t ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ♠♦②❡♥s ❡♥ ✷✵✵✼ ✦

P❛rt✐❡ ■■ ✲❯♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣♣❝♠

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❞✬❛♥❛❧②s❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r✱ ♣♦✉r
n ∈ N✱ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠♠✉♥ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❡♥t✐❡rs 6 n✳

■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ Pn = pα1

1 · · · pαk

k
✱ ❛✈❡❝ p1, p2, ..., pk ❧❛ s✉✐t❡ ✭str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡✮ ❞❡s

♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs ❝♦♠♣r✐s ❛✉ s❡♥s ❧❛r❣❡ ❡♥tr❡ 2 ❡t n ❡t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i✱ αi ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡
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❡♥t✐❡r t❡❧ q✉❡ pαi 6 n < pαi+1 ✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ P9 = 23.32.5.7✳

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❝❛❧❝✉❧❡r t♦✉s ❧❡s Pk✱ ♣♦✉r k ∈ [[1, n]]✱ ❡♥ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❛✉
♠❛①✐♠✉♠ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ♣ré❝é❞❡♥ts✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ✈❛ ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t❛s✳

❯♥ t❛s ❡st ✉♥ ❛r❜r❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❞♦♥t ❧❡s ♥÷✉❞s s♦♥t ét✐q✉❡tés ♣❛r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✐st✐♥❝ts
❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥é✳ ❈❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ét✐q✉❡tt❡ str✐❝t❡✲
♠❡♥t ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❡ ❧❡s ét✐q✉❡tt❡s ❞❡ s❡s é✈❡♥t✉❡❧s ✜❧s✳ ▲❡s ❛❞❥♦♥❝t✐♦♥s ❡t é✈❡♥t✉❡❧❧❡s
s✉♣♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ ♥÷✉❞s ❞♦✐✈❡♥t ♣rés❡r✈❡r ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ✓ t♦✉s
❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ s♦♥t r❡♠♣❧✐s✱ s❛✉❢ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r h ✭❤❛✉✲
t❡✉r ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✮✱ q✉✐ ❡st ❧✉✐✲♠ê♠❡ r❡♠♣❧✐ ❞❡ ❧❛ ❣❛✉❝❤❡ ✈❡rs ❧❛ ❞r♦✐t❡ ✔✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
✉♥ t❛s ♣♦ssé❞❛♥t s✐① ♥÷✉❞s s❡r❛ ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥❡ r❛❝✐♥❡✱ ❞❡✉① ♥÷✉❞s ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r
✶✱ ❡t ✸ ♥÷✉❞s ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ✷✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣♦✉r
st♦❝❦❡r ❡t ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❝❡s t❛s ♥✬✐♠♣♦rt❡ ♣❛s ✐❝✐ ✿ ♦♥ ♥❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ♣❛s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r
❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳

■❝✐✱ ❧❡s ♥÷✉❞s s♦♥t ét✐q✉❡tés ♣❛r ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s (pα, p)✱ ❛✈❡❝ p ♣r❡♠✐❡r✳ ❆♣rès ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ Pk✱ s♦♥t st♦❝❦és ❞❛♥s ❧❡ t❛s t♦✉s ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s ❞✬❡♥t✐❡rs (pα, p) t❡❧s q✉❡ p ❡st ✉♥
♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à k ❡t α ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥t✐❡r t❡❧ q✉❡ k < pα✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❛♣rès ❛✈♦✐r ❝❛❧❝✉❧é P9✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❡ t❛s ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s (16, 2)✱ (27, 3)✱
(25, 5) ❡t (49, 7)✳

▲❡s ❝♦✉♣❧❡s s♦♥t ♦r❞♦♥♥és ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ (a, b) <1 (a′, b′) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
a < a′✳ P♦✉r ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❧❡ t❛s ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❥❛♠❛✐s ❞❡✉① ❝♦✉♣❧❡s ❛②❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡
♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s ét✐q✉❡tt❡s s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ✐tér❛t✐❢✳ ❖♥ st♦❝❦❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❘❡s ❧❡ ♣♣❝♠ ❝❛❧❝✉❧é ❥✉sq✉❡
❧à✳ ❆✉ ❞é♣❛rt✱ ❘❡s❂✷ ❡st ❧❡ ♣♣❝♠ ❞❡s ❡♥t✐❡rs 6 2 ❡t ❧❡ t❛s ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥ s❡✉❧
♥÷✉❞ ✐♥❞❡①é ♣❛r (4, 2)✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r ❝❛❧❝✉❧é Pk−1 ✭q✉✐ ❡st ❛❧♦rs ♣rés❡♥t ❞❛♥s ❘❡s✮✱
♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ Pk ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
• ❙✐ k ❡st ♣r❡♠✐❡r✱ ♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ❘❡s ♣❛r k✱ ❡t ♦♥ ✐♥sèr❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♥÷✉❞ ✐♥❞❡①é

♣❛r (k2, k) ❞❛♥s ❧❡ t❛s✳
• ❙✐♥♦♥✱ s✐ ❧❛ r❛❝✐♥❡ (pα, p) ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ k = pα✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ❘❡s ♣❛r p✱ ♦♥

❝❤❛♥❣❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❡♥ (pα+1, p) ❡t ♦♥ r❡❝♦♥st✐t✉❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t❛s✳

■■✳❆ ✲ ❈♦♠♠❡♥t ♣❡✉t✲♦♥ ✐♥sér❡r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♥÷✉❞ ❞❛♥s ✉♥ t❛s ✭❡♥ ♣rés❡r✈❛♥t ❧❛
str✉❝t✉r❡ ❞❡ t❛s✮ ❄

■■✳❇ ✲ ❈♦♠♠❡♥t r❡❝♦♥st✐t✉❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t❛s ❛♣rès ❛✈♦✐r ❝❤❛♥❣é ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛
r❛❝✐♥❡ ❄ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ s❡r❛ ❛♣♣❡❧é❡ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✳

■■✳❈ ✲ ❘❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ t❛s ❛♣rès ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ Pk✱ ♣♦✉r k ❛❧❧❛♥t
❞❡ 3 ❥✉sq✉✬à ✶✵✱ ♣✉✐s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ t❛s ♣♦✉r k = 16✳

■■✳❉ ✲▼♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ t❛s ❞❡ ❤❛✉t❡✉r h ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ n ♥÷✉❞s✱ ♦♥ ❛ h = Θ(lnn)✳

■■✳❊ ✲ ◗✉❡❧ ❡st ❧❡ ❝♦ût ❞✬✉♥❡ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥ ❄ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥s
❡✛❡❝t✉é❡s ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ Pn ❡st ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞❡✈❛♥t n✳

❞❛♥s ✉♥ ét❛t t❡❧ q✉❡ ✳

■✳❈✳✹✮ ➚ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❞♦♥♥❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ✳

■✳❈✳✺✮ Pr♦✉✈❡r q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❡st ✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡t r❡tr♦✉✈❡r
❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳

■✳❈✳✻✮ ❈♦♥str✉✐r❡ ❡t r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ r❡st❡
♠♦❞✉❧♦ ✸ ❞✬✉♥ ❡♥t✐❡r ✱ ❡♥ ❧✐s❛♥t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡ ✱ ❞✉ ❜✐t ❞❡ ♣♦✐❞s ❢♦rt
✈❡rs ❧❡ ❜✐t ❞❡ ♣♦✐❞s ❢❛✐❜❧❡✳ ❈♦♠♣❛r❡r ❛✈❡❝ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ❞❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ■✳❈✳✸❄❄

■✳❉ ✲ ❯♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♣♦✉r ✜①é✱ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ♣r❡♠✐❡rs t❡r♠❡s ❡t
✱ ❡t ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ✿

♣♦✉r t♦✉t ✭ ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❞❡✉① ♥♦♠❜r❡s ❡t ✮✳

■✳❉✳✶✮ ➱❝r✐r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❣ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❡♥tré❡ ❡t ✱ ❡t r❡t♦✉r♥❛♥t ❡♥ ❛♣♣❧✐✲
q✉❛♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ✳ ❉♦♥♥❡r ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❞✉ t❡♠♣s
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✭♦♥ ♥❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ♣❛s ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✉ rés✉❧t❛t✮✳

■✳❉✳✷✮ ❖♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✳ ➱❝r✐r❡ ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❣✸ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❡♥tré❡ ❡t r❡t♦✉r♥❛♥t ✳
❖♥ é❝r✐r❛ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✐tér❛t✐❢ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts t❡r♠❡s ❞❡ ♣r♦❝❤❡ ❡♥ ♣r♦❝❤❡✱
❡♥ ♥❡ st♦❝❦❛♥t q✉❡ ✏q✉❡❧q✉❡s✑ t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡✳

■✳❉✳✸✮ ➱❝r✐r❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐tér❛t✐✈❡ ❣ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❡♥tré❡ ❡t ✱ ❡t
r❡t♦✉r♥❛♥t ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❛❞❞✐t✐♦♥s✳
❖♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ♣♦✉r st♦❝❦❡r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❞❡ ✳

■✳❉✳✹✮ ❙✐ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞é❥à ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ é❝r✐r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❝❛❧❝✉❧❛♥t ❡♥ ❛❞❞✐t✐♦♥s ❡t ❛✛❡❝t❛t✐♦♥s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭② ❝♦♠♣r✐s ❞❛♥s
❞❡s t❛❜❧❡❛✉①✮✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞♦♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✳

■✳❉✳✺✮ Pr♦♣♦s❡r ✉♥❡ ❢❛ç♦♥ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ♠♦❞✉❧♦ ✸✱ ❛✈❡❝ ✳

P❛r ✏r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✑ ♦♥ ❡♥t❡♥❞ ✿ r❡t♦✉r♥❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❡♥ ♠♦✐♥s ❞✬✉♥❡ ❥♦✉r♥é❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
s✉r ✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r ❞❡ ❜✉r❡❛✉ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡t ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ♠♦②❡♥s ❡♥ ✷✵✵✼ ✦

P❛rt✐❡ ■■ ✲❯♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣♣❝♠

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❞✬❛♥❛❧②s❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r✱ ♣♦✉r
✱ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠♠✉♥ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❡♥t✐❡rs ✳

■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ✱ ❛✈❡❝ ❧❛ s✉✐t❡ ✭str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡✮ ❞❡s
♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs ❝♦♠♣r✐s ❛✉ s❡♥s ❧❛r❣❡ ❡♥tr❡ ❡t ❡t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✱ ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡
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■■✳❋ ✲ Pr♦♣♦s❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ✉♥ ❡♥t✐❡r
❡st ♣r❡♠✐❡r✳ ➱✈❛❧✉❡r ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t s♦♥ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ❊①✐st❡✲t✲✐❧ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡s ❄

■■✳● ✲ ❖♥ ♣❡✉t ♣r♦✉✈❡r q✉❡ lnPn ∼ n✳ ➱✈❛❧✉❡r ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ n ❧❡
t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r Pn ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡ ♣r♦✲
❜❧è♠❡✳
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