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e
CONCOURS ENSAM - ESTP - EUCLIDE - ARCHIMEDE

Epreuve de Mathématiques B MP

durée 3 heures

Si, au cours de I’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur
d’énoncé, d’une part il le signale au chef de salle, d’autre part il le signale sur sa
copie et poursuit sa composition en indiquant les raisons des initiatives qu’il est
amené a prendre.

L'usage de la calculatrice n’est pas autorisé

Exercice 1.

Soit E (=1)"up une série alternée avec :

n>0
i) VneN, up, >0,
.. . Upil _
ii) lim ";4"’,7' =1,

n—-+o0

iii)  la suite (#n) converge en décroissant vers 0,

iv)  VneN, uppy—tpy > Upy) —tn.

+oo0
Soit Ry = Z (~ku,.
k=n
1. Vérifierque: V ne N, |Ru|+|Rps1| = tn.
+o0
2. Vérifierque : V¥ n e N, |Rn|=|Rpsy| = Z 1) [tnep —tns14p].
p=0
En déduire la monotonie de la suite ( [Rn| ), -

3. Montrerque : ¥V n e N, 1!2."_ < |Rnl < unz-l‘

4. En déduire qu’au voisinage de U'infini : R, ~ (-1)” _uz_,,
+00
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5. Application :

+00
Déterminer un équivalent au voisinage de I'infinide : an = 2 (-1)k 1—'}(—’—‘—

k=n

Exercice 2.
Soient deux suites (an),cN €t (bn),eN 2 termes strictement positifs et telles que :an ~  ba.
- +00
On suppose d’autre part que la fonction f: £ = f{1) = Z ap t" est définie sur R.
n=0
+00
1. Quel est ’ensemble de définition de la fonction g : £ » g(f) = Z bn " ?
n=0

2. Justifier ’existence d’une suite (¥n),cN convergeant vers 0 et telle que :
VnGN, an=bn (1+’}'n)
3. Soitm € N.

3.1. Prouver I’existence de dm = sup |¥n|-
nzm

3.2. Montrer que :

m

1) 1 2:

Vt>0,VmeN,|f( —1'<6+ bn t".
g(t) " bm+ltm+] n=0 lyn' "

3.3. Endéduire que : f{t) ~ g(¥).

+a0

Applications :

+00 ( + 1 )n+l
4. Soit & la fonction définie par : t = h(t) = Z —-——”T’L,l——-—- ",

n=0
4.1. Déterminer ’ensemble de définition de la fonction .
4.2. Trouver un équivalent de A(t) au voisinage de +o.
5. Soit (E) ’équation différentielle définie sur R :
"0+ (1 -0y'®=1

5.1. Démontrer que (E) posséde une unique solution z développable en série entiére a I’origine
telle que : z(0) = 0 et z'(0) = 1.

Préciser les coefficients de ce développement.
5.2. Donner une expression simple de z '(t) pour ¢ > 0.

5.3. Trouver un équivalent de z(¢) au voisinage de I’infini.
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Exercice 3.
Soit n € N* et E = Mp(C). La matrice identité de E est notée .
Vie{l,.,n=1}, fij=1
Soit F' = (f;;) la matrice de E définie par : o =1
fij = 0 sinon
Question 1.
1. Déterminer le polyndme caractéristique et les valeurs propres de F.
On note {/lk , 1<k<n } les valeurs propres de F.
2. La matrice F est-elle diagonalisable dans E ? La matrice F est-elle inversible ?
3.8itG={FP,peZ}.
Montrer que G est un groupe cyclique d’ordre » pour la multiplication des matrices.
Préciser tous les éléments générateurs du groupe G.
4. Déterminer la dimension et une base de Vect (G).

5. Calculer la trace d’un élément de G.

Question 2.

n
Soit le polynéme p = Z kx*1 et 4 = p(F).
k=1

1. Montrer que I’ensemble des valeurs propres de la matrice 4 est :

n(n+l)} { n : }
{—————2 U gT e LSkl

n—1
2. Vérifier que : det (4) = (-1)""! _(1’__"_'_1_;_"_

Question 3.
On se propose dans cette question de déterminer I’inverse de la matrice 4.
1. Prouver que : A~ & Vect ({4*, 0 <k<n-1}).

n—1

P ye . . Ca-1_
2. En déduire qu’il existe des scalaires (“j)oqsn—l telsque: 471 = E uy Fk.

k=0
3. Montrer que : (F—14)% 4 =n (F-1In).

Uy = U3 = . =Up-1
4. Prouver que : uy —ug = —,11—
ul—u2=%
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5. En calculant de deux fagons différentes la trace de la matrice 4~ !, déterminer la valeur de u.
6. En déduire 4~ 1.

Fin de I’épreuve.
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