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Racine carrée d’endomorphisme

Pour toute fonction f continue intégrable sur IR, on considére f, dite trans-

formée de Fourier de f, définie sur IR par:

~ +oo .
fly) = f(z)e™ dz.
—00
D’aprés le théoréme de convergence dominée, on sait que fest continue et
on admet que si, de plus, fest intégrable alors 1’égalité suivante est vérifiée

pour tout réel z:
+o00

2nf(z) = Fy)e™ dy.

—0o0
On note S, ’ensemble, appelé espace de Schwartz, des fonctions f définies
sur IR & valeurs complexes, de classe C° sur IR et telles que pour tous les
entiers 7 > 0 et k > 0, la fonction f() soit négligeable devant la fonction
(y— (14 |y|*¥)~1) quand |y| tend vers 'infini : pour tout j et tout k entiers,

|f(j)(y)[(1 + |y|k) tend vers 0 quand |y| tend vers l'infini.

On admet que la transformation de Fourier est une bijection de S
dans lui-méme.

Soient I un intervalle de IR et E un sous-espace vectoriel de ’espace
des fonctions définies et indéfiniment dérivables sur IR, a valeurs réelles ou
complexes. On appelle dérivation dans E ’application d qui 4 tout f de F
associe sa dérivée f’. On suppose que d est un endomorphisme de ’espace
vectoriel E. L’objet du probléme est de chercher s’il existe un endomorphisme
6 de E tel que 6 0§ = d: on dira alors que § est une racine carrée de d.

I. Préliminaires

On suppose, dans cette partie seulement, que § existe.
1) Quelle relation d’inclusion existe-t-il entre le noyau de d et le noyau de §?
2) Quelle relation d’inclusion existe-t-il entre I'image de d et 'image de §?
3) Montrer que § est un automorphisme de F si et seulement si d est un
automorphisme de F.

4) Montrer que tout sous-espace propre de d est stable par 4.
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II. Dimension finie

On désigne par E le IR-espace vectoriel des fonctions définies sur IR, &
valeurs réelles, dont une base est (cos z, sinz).

5) Montrer que la dérivation dans F est un automorphisme d de E.

6) Ecrire la matrice D de d dans la base (cosz, sin ). Montrer que D est
diagonalisable dans M3(C).

7) Qu’est-ce que cela implique pour §7

8) Pour diagonaliser D, prenons la matrice de passage

Quelles sont les valeurs possibles de la matrice A de é dans cette base?

9) Déterminer, par leur matrice dans la base (cosz, sinz), tous les auto-

morphismes du IR-espace vectoriel E dont le carré est égal a d.

III. Espace de Schwartz

Désormais, on considére 1’espace vectoriel £ = S défini dans I'introduc-
tion. Dans ce qui suit, on considére un élément donné f de E. Pour tout

nombre réel y, on note

si >0
r(y) = { \/g L=
iv/—y si y<O.

On définit la fonction §(f) par:

1+4 [t ~ .
o(f)(z) = i ) m(y)f(y)e™ dy.

10) A quelle condition sur le réel A, la fonction ¢, définie sur IR par:
oa(z) = exp(—A.z?),

appartient-elle 4 E'?7

Téléchargé gratuitement sur www.Doc-Solus.fr.


http://www.doc-solus.fr/

Mines Maths 2 PC 2005 — Enoncé 4/4

11)

12)

13)

14)

15)

16)

17)

18)
19)

20)

Soit 7 un entier naturel. Donner I’expression de la transformée de Fourier,
@), de la dérivée j-iéme de f en fonction de la transformée de Fourier
de f.

Montrer que 6(f) est définie et indéfiniment dérivable sur R.

Désormais, on suppose de plus que f est nulle en-dehors d’un segment
[—A,A], ou A est un réel strictement positif, et que f est d’intégrale nulle
sur IR, autrement dit telle que f_*::f f(z) dz = 0.

Montrer que la transformée de Fourier de f est développable en série
entiére au voisinage de l’origine, et donner une expression des coefficients

(an,n > 0) tels que

+00
f (y) = Z any".

n=0

Montrer qu’il existe une fonction u définie et indéfiniment dérivable sur IR

telle que, pour tout réel y, on ait f(y) = yu(y).

Démontrer que pour tout réel non nul z, I'identité suivante est satisfaite :

+o00 9 .
/0 v u(y)e™ dy =

1 +oc0 3u , , o
A (7;\%)%\/?3“ (¥) +v*%u (y))e vdy. (1)

Montrer que §(f) est intégrable sur IR.

Pour f € S, on note f la fonction définie sur IR, par f(z) = f(—=z).
Comparer }, et f

—

Montrer que rd(f) est intégrable sur IR.
Montrer que §% = d.

Montrer que si f n’est pas la fonction nulle, il n’existe aucun segment en
dehors duquel 6(f) est nulle.

FIN DU PROBLEME
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