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Concours Centrale - Supélec 2002

Epreuve : MATHEMAT'QUES ” Filiere PC

Le but du probléme est la recherche des plans stables par un endomor-
phisme, en relation avec la notion de produit vectoriel

Dans tout le probleme,
¢ les espaces vectoriels IR’, IR* et IR® sont munis de leur produit scalaire
canonique et orientés par leur base canonique,
¢ on désigne par (x,y) ou x-y le produit scalaire de deux vecteurs x, y
d’un espace vectoriel euclidien, par |.| la norme associée,
e on désigne par a le produit vectoriel défini pour un espace vectoriel
euclidien orienté de dimension 3.

Les vecteurs dans les espaces vectoriels IR" sont notés en colonnes, mais on leur
t b

préférera la notation (...), transposée d’une ligne, lorsqu’ils seront de grande

taille.

Partie I - Etude dans E euclidien orienté de dimension 3

On considére dans cette partie E = IR’ espace vectoriel euclidien orienté de
dimension 3 et la base canonique .% = (e, e,, e;) orthonormale directe. Si u
est dans -Z(E) on définit w, endomorphisme de E, par sa restriction 8 % :

;(el) = u(e,) A uley)
Z(ez) = u(e;) Aule))
ule;) = ule,) nule,)

LA - Dans cette question on considére les endomorphismes u,,u, € -Z(E), de
matrices respectives U, et U, dans la base K74

00 -1 01 1
U =|10-3 Uy=101-1
01-3 01 1

Déterminer U, et U,, matrices respectives dans la base % de u, et u,.
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LB - Soit u € £ (E). Montrer que V(x,y)€E*, u(xny) = u(x) A u(y). Montrer
que si v dans g(E) vérifie V(x,y) eEz, v(xay) = u(x)ru(y),alors v = .

I.C - Déterminer Id g

Siu et v sont dans -Z(E), montrer que Wov= nov.

Si u est inversible, en conclure que u est inversible et en exprimer l'inverse.
LD - Si u appartient & Z(E) et a comme matrice U dans la base .% , expri-

mer la matrice U de u danslabase % en fonction de com(U), comatrice de
la matrice U .

Montrer que u* o % = det(u)ld g ou u* désigne I'adjoint de w .
Montrer que % et u* commutent.
Montrer que u* = (u)*.

LE - On considere toujours z dans ZLE).

I.E.1) Danslecasou u est ir}versible, déterminer une expression de det (%)
en fonction de det(z),et de (z) en fonction de u* et de det(u) .

I.LE.2) Dans le cas ou u n’est pas inversible, déterminer Ker (%) puis
det (u) .

LF - Préciser lerangde u selon la valeur de celui de u . Lapplication de L(E)
dans lui-méme qui & u associe u est-elle : linéaire ? injective ? surjective ?

Partie II - Recherche des plans stables par
u endomorphisme de E

On conserve dans cette partie les notations de la précédente.
ILA - Soit « dans & (E) et P = Vect(x,y) un plan stable par « .
Montrer que x A y est vecteur propre de u ; exprimer la valeur propre associée
axay alaidede ulp-
IL.B - Inversement, soit z un vecteur propre de norme 1 de .
Montrer qu’il existe (x,y) famille orthonormale dans E telle que xry = z.
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Si la valeur propre associée a z est non nulle, montrer que P = Vect(x,y) est sta-
ble par « . On pourra remarquer que (x, y, z) est une base orthonormale directe
de E et effectuer des calculs dans cette base.

IL.C - Soit v dans .Z(E). Montrer que 0 est valeur propre de u« si, et seule-
ment si, 0 est valeur propre de % . Montrer que, pour tout réel A, les plans sta-
bles par u sont les plans stables par u-Aldg. En déduire un moyen pour
obtenir les plans stables par u dans £ (E) n’ayant pas 0 comme valeur propre,
puis par u quelconque dans L(E).

I1.D - Appliquer cette méthode a la recherche des plans respectivement stables
par les deux endomorphismes u, et u, de IR’ définis a la question L.A.

Certaines démonstrations dans les parties qui suivent sont analogues a celles
demandées dans les deux précédentes et, de ce fait, certains résultats seront
admis.

Partie III - Définition et étude d’un produit vectoriel de
IR'xIR* dans IR’

. 3 4 1. .
On munit IR’ et IR" de leurs structures euclidiennes canoniques et on les
oriente gréace a leurs bases canoniques.

A un vecteur

x| X2
X=| :|de ]R4,on associe [(X) = x; et L(X) =| : |,
Xy Xy

de sorte que l'on écrira, par blocs,
X = ( LX) ) .
L(X)
On définit alors, pour X et Y dans R*, X xY comme suit :

siX:(Z) etY:(Z:),Oﬁa,a‘EIR et 5, e€IR’, alors X xY estle

vecteur de IR® défini par les blocs ( ‘;) ,aveC A = at'-a'E et B =EAE',

ce dernier produit vectoriel étant le produit vectoriel canonique de R’.
On admettra sans démonstration que x est une application bilinéaire antisy-
métrique de TR* x R* dans R®.
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IILA - Trouver une condition nécessaire et suffisante sur X et ¥ dans IR* pour
que X xY =0.

Soient p et p' les applications linéaires de R’ dans IR’ qui a

&
> =| : | associent respectivement
S6
g g,
p(Z)=| : | etp'(%)=
§3 EG

IILB - Soit 3 dans IR, de la forme X xY, ot X et Y sont dans R* ; montrer
que

(p(),p'(2) =0 (&)
II1.C - Soit, inversement, = dans R® vérifiant (%) ; on pose A = p(3) et
B =p'(2).

II1.C.1) SiB=0 etsiC dans IR\ {0} vérifient C-B = 0, trouver tous les X,V
dans R* telsque X xY =X et L(X) = C. 0

II11.C.2) Exemple: si X = ‘22440 -2) et C=| |, déterminer tous les
X,Y correspondants. 0
II1.C.3) Si B=0,décrire tous les X,Y dans R’ tels que X xY = =.

II11.C.4) Enfin, si B = 0, décrire tous les X,Y dans R tels que X xY = =. Si
$20,B=0 et XxY = =, donner une description simple de Vect(X,Y) a l'aide
notamment de A .

IIL.D - Trouver une condition nécessaire et suffisante, portant sur a,a’,§,E',
pour que la famille (X,Y) définie par

~e) e8]

soit orthonormale dans IR* . Dans ce cas, exprimer |[at' - a"§||2 et [|E A E’llz en fonc-
tion de (a,a’) seulement. En déduire que | X x YI*=1.

IILE - Soit X, Y, Z, T dans IR* telsque X-T = Y- T = 0. Simplifier expression
(XxY)-(ZxT).
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Or; pourra utiliser la formule suivante, valable pour & & ", & vecteurs dans
R,
(EAE)-(E"AE") =(§-8")(E-E")-(E-E")E-E")

IILF - En déduire que si (e, ...,e,) est une base orthonormale de R* , alors
K = (e; xe i <i<js4 €St une base orthonormale de IR®. Déterminer % lors-

que % est la base canonique de IR”.

Partie IV - Endomorphisme u de IR® associé a un
endomorphisme u de IR et détermination des plans stables
paru

Si u est dans L (IRY), on admet qu’il existe un unique u dans L (R%) tel que
lon ait
2~
V(X,Y)E(IRY) , %X xY) = u(X)xu(Y)
On admet également que uov = %o ,pour u et v dans L (IR

IVA-Si u est un endomorphlsme orthogonal de IR, montrer que u est un
endomorphisme orthogonal de IR® ; on pourra utiliser III F.

IV.B - Si u est un endomorphisme autoadjoint de IR*, justifier I'existence d’'une
base orthonormale directe % = (e, e,,es,¢,) formée de vecteurs propres de u
associés a des valeurs~ propres notées (A, A,, Ay, A,) ; exprimer alors la matrice
de u danslabase % eten déduire que % est autoadjoint.

On admet que, pour tout endomorphisme u de R, il existe s et w, endomorphzs-
mes de TR respectivement autoadjoint et orthogonal et tels que u = sow .

IV.C - Montrer que, pour tout z dans .2 (IRY), u* = (u)*.

IV.D - Soit v dans & (IR4) et P = Vect(X,Y) un plan vectoriel stable par u ;
montrer que X xY est un vecteur propre de u.

IV.E - Exemple : on donne v dans .%(IR") défini par
0-100

Xs| 1000 |x
00 0-1

0010

IVE.1) Déterminer u” ; u a-t-il des vecteurs propres ?
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IVE.2) Soit X un vecteur non nul de IR*. Montrer que P = Vect(X, u(X)) est
un plan stable par «. Montrer qu’inversement tout plan stable par u est de
cette forme.

IVE3) SiX =, ¥, 2,t) est non nul dans Rr* , déterminer par ses composan-
tes dans la base canonique le vecteur propre ¢(X) = X xu(X) de u ainsi
obtenu.

IVE.4) Montrer que (71,)2= Id , et vérifier que deux vecteurs de la base

. 6 ~
canonique de IR’ sont des vecteurs propres de u .

IV.E.5) Déterminer la matrice Mde % relativement a la base canonique de
IR6 ;0N pourra exprimer Z(Xx Y) pour X = t(x, y,z,t) etY = t(x',y',z',t’) quel-
conques dans R*.

IVE.6) Lamatrice M est-elle diagonalisable ?
IVE.7) Déterminer les ensembles

E, = {zemﬂ A?)::z} et £ = {zeIR‘j, A?z:-z}.

En déduire les valeurs propres de M ainsi que leurs ordres de multiplicité.
IVEE.8) Vérifier que, dans E_|, seul le vecteur nul satisfait a (%).

IVE.9) Vérifier que, dans E,,, le vecteur = satisfait a (%)) si, et seulement si,
il est de la forme “(a, b, ¢, d,-b, ), ot ad = b>+c>.

IV.E.10) Vérifier que tous les vecteurs de la forme ¢(X) obtenus en IV.E.3 sont
bien de cette forme.

oo FIN eee
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