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Concours Centrale - Supélec 2001

Eprewve: MATHEMATIQUES | Filiere PC

Préliminaire

On rappelle qu’une fonction ¢ de IR dans IR est bornée par un réel K>0 sila
fonction |¢| est majorée par K :
Vx e IR|o(x) <K.

1) Soit m un entier supérieur ou égal a 1. En calculant de deux fagons d'infféren-
tes le développement limité & Pordre m a lorigine de la fonction (¢*~1) mon-
trer que :

PR E N ={
k=1

2) Prouver que si (u;,) est une suite croissante de réels strictement positifs et £,
n des entiers tels que 1<k<n,ona:

0 sijestunentierentre l et m—1,

m! sij=m.

n k
(wjuy..up) <(uuy...u,) .

Partie I -

LA - Soit f une fonction de classe C' et de classe C* par morceaux de IR dans
IR telle que f et f” soient bornées sur IR respectivement par M, et M, .

I.A1)  En écrivant, pour 4 >0, 'inégalité de Taylor-Lagrange entre x et x + A
et entre x et x—h, montrer que :

Vxe IR ol < Mo Moh
X € 5 |f(x)|——h‘+'——2—.
ILA2) En déduire que f’ est bornée par ,2M M, .

LB -

1.B.1) Montrer de méme que, si f est de classe C* et de classe C° par mor-
ceaux de IR dans IR, telle que f et f(3) soient bornées sur IR respectivement
par M, et M;,ona:

Ve R, ()l <30MMy)

1.B.2) f” est-elle également bornée sur IR ?

Téléchargé gratuitement sur www.Doc-Solus.fr.


http://www.doc-solus.fr/

Centrale Maths 1 PC 2001 — Enoncé 2/5

Dans toute la suite du probleme, n est un entier naturel supérieur ou égal a 2 .

Partie II -

Soit / une fonction, non constante, de classe C" ' et de classe C" par morceaux
de IR dans IR telle que £ et ™ soient bornées sur IR respectivement par M,
et M, .

IL.A - En utilisant la question 1) du préliminaire ainsi que I'inégalité de Taylor-
Lagrange a l'ordre n appliquée a la fonction f entre les valeurs x et x + 2 pour
h =1,2,...,n-1,montrer que la fonction f(”_ n est, elle aussi, bornée sur IR.

IL.B - En déduire que toutes les dérivées f(k) sont bornées pour 0<%k <n.On
note alors M, = sup, 'f(k)(x)l .
X €

II.C - . ‘
I1.C.1) Montrer que pour tout entier £ tel que 0<k<n,ona M,>0.
e . ‘ . k-1 My qs
I1.C.2) En utilisant la suite finie (Up)) cp<p, AVEC Uy =2 7 en déduire
que pour tout entier ¥ entre 0 et n,ona: k-1
k(n-k) .
2 L-k/nck/
M,<2 M, VML

Est-ce la meilleure majoration possible ?

Partie III -

E (respectivement F) désigne l'espace des fonctions continues par morceaux
(respectivement continues) de IR dans IR telles que f(x+ 1) + f(x) = 0 pour tout
réel x. On admettra —c’est évident— que ce sont des sous-espaces vectoriels
réels de I'espace de toutes les fonctions bornées de IR dans IR que 'on munit de
la norme de la convergence uniforme, notée ici N et définie par

N(f) = sup |f(x)l.

xe IR
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ITII.A - Démontrer que pour toute fonction f dans E, il existe g unique dans F
telle que, en tout point x ou f est continue, on a g’(x) = f(x). On note alors
g = T(f) ou g = Tf etlon définit ainsi une application T de E dans E.
IIL.B - On considere la fonction ¢, de E telle que :

9,(0) = 0, Qolx) = 1sixe]0;1[.
On pose T' =T etsike IN*, T* - ToTk_l,puis pour k=1, ¢, = Tk((po).

III.LB.1) Déterminer et représenter graphiquement sur le segement [0;2] les
fonctions ¢, pour k£ = 0,1,2,3,4. Dans toute la suite , on notera A, = N(gp) .

ITI1.B.2) Montrer que pour tout ke IN et tout x ¢ IR,

Op(-2) = (1) op(x) et gp(1-x) = (~1)¥gy(x) .

II1.B.3) Montrer que, pour & 21,
Moy = (=1F004(172) et Ay, = (=1)Fey,_,(0).

III.C -
ITII.C.1) Soit f € E. Montrer que :

Vxe IR, 2Tf(x) = j’ f(t)dt + f f(t)dt .
0 1

III.C.2) En déduire que, pour tout f € E, on a 2N(Tf) < N(f) .
ITILD - Déterminer les fonctions f de norme 1 de E telles que :

N(Tf) = %

IILE - Montrer qu’il n’existe pas de fonction f de norme 1 dans F telle que :

N(Tf) = ;.-

IILF - Soit maintenant p un entier naturel non nul et f une fonction de classe
C""' et de classe C" par morceaux de IR dans IR telle que f(x+2p) = f(x) pour
tout réel x.

II1I.F.1)

a) Montrer que si f a g zéros distincts sur [0;2p[, alors ' a au moins g zéros
distincts sur [0;2p] . ‘

b) Montrer que si f et f’ ont exactement g zéros distincts sur [0;2p][ ,alors elles
n’ont aucun zéro commun.

III.F.2) Pour tout réel v tel que 0<v<1 et tout réel p, on définit la fonction
l:x @,(x)-vf(x+p).
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a) On suppose que N(f™)<1. Montrer que """ gannule au plus 2p fois sur
[0;2p[ .

b) On suppose que N(f)<A,. Montrer que ! s’annule au moins 2p fois sur
[0:2p[.

¢) En déduire que, si N(f)<i, et N(F™)<1, les 1® pour £ = 1,2,....,n—-1 ont
exactement 2p zéros sur l'intervalle [0;2p] .

ITI.F.3) On suppose f non constante.

a) Montrer que l'on peut trouver o et B dans [0;2p[ tels que :
7, ’ ;\'ﬂ—l ,

If (o)l = N(f), 9 ,B) = J-V_(f"_)f (o) .
On pose alors A(x) = @,(x) - A, _f(x+o-B)/N(f).
b) Ici on suppose n 23 . Vérifier que »’(B) = A”(B) = 0.
¢) En déduire que :

(N(H <r, et N¢™y<1) = (N(FY <A, ).
d) Montrer que cette derniére implication est encore vraie pour n = 2.
III.G - Montrer qu’il existe une fonction o de classe C" de IR dans [0;1] valant
1 sur le segment [-1/2;1/2] et 0 en dehors du segment [-1:1] (on pourra utili-
ser la fonction x foc sin"(t)dt sur le segment [0;x]).

IILH - Soit maintenant / une fonction de classe C"~' et de classe C" par mor-
ceaux de IR dans IR telle que f et /™ soient bornées sur IR et pour laquelle :

N(f) <A, et N(F™)<1.
Soit o un réel de I'intervalle [0;1[ . Pour tout entier naturel p non nul, on note
f, la fonction de période 2p telle que :

fp(x) = af(x)o(x/p) pour |x|<p.

IIT.LH.1) Montrer que f ;") est continue par morceaux sur IR et que l'on a, pour
p assez grand,

N(f,)<h, et N(f\)<1.
IIL.H.2) En déduire que I'on a encore N(f) <k, ,.

IILI - Soit / une fonction de classe C"~' et de classe C" par morceaux de IR
dans IR telle que f et f ™ soient bornées sur IR. Montrer que, pour tout entier
k compris entre 0 et n, f(k) est bornée et que 'on a :
_ k _
NG <N () NG T

(On pourra utiliser une fonction du type x+ af(bx)).
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Partie IV -

IV.A - On définit, pour p entier supérieur ou égal a 2, la fonction y, de F,

affine sur [O;ﬂ, [%;1 —ﬂ et [1 —%;IJ et vérifiant :

1 1
v,(0) =y, (1) =0, Vp(5) = vyl —5) =1.
En utilisant le III.C, montrer que, pour tout entier naturel n,on a :

lim N(T" =\ .
,,Lniw( (Wp) =24,

IV.B - En déduire que l'inégalité du III.I ne peut étre améliorée.

eee FIN eee
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